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1 Wskazanie osiagniecia habilitacyjnego.

Cykl 4 prac zatytutowany

Miary na malych przestrzeniach zwartych.

1.1 Lista prac zawierajacych wskazane osiggniecia.
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[2] Piotr Borodulin-Nadzieja and Mirna Dzamonja. On the isomorphism problem for measures on
Boolean algebras. J. Math. Anal. Appl., 405(1):37-51, 2013.

[3] Piotr Borodulin-Nadzieja and Tanmay Inamdar. Measures and slaloms. Fund. Math., DOI
10.4064/fm318-10-2016, 2017.

[4] Piotr Borodulin-Nadzieja and Grzegorz Plebanek. Measures on Suslinean spaces. Fund. Math.,
235(3):287-302, 2016.

Moéj udziat w pracach wspoétautorskich jest oceniony na zalaczonych o§wiadczeniach.

1.2 Omoéwienie osiggnietych wynikéw na podstawie wyzej wymienionych
prac.

1.2.1 Motywacje i rys historyczny.

W 1942 roku Dorothy Maharam podata petna i bardzo prosta klasyfikacje miar $cisle dodatnich! na zu-
pelnych algebrach Boole’a. Zasadniczym elementem tej klasyfikacji jest twierdzenie, ze jesli i jest miarg
bezatomowa i jednorodng na algebrze Boole’a 2, to 2 jest izomorficzna z algebra zbioréw mierzalnych
standardowej miary A na 2" dla pewnego x i to w taki sposéb, ze izomorfizm ten przeprowadza miare
[na A

Jesli interesuja nas nie tyle algebry zbioréw mierzalnych, co miary na przestrzeniach topologicznych i
wzajemne interakcje struktury mierzalnej i topologicznej, rozpatrywanie izomorfizmu algebr miarowych
okazuje si¢ jednak niewystarczajace. Zauwazmy, ze miara Lebesgue’a na odcinku [0, 1] i standardowa
miara na przestrzeni Stone’a algebry Bor([0, 1])/y=o maja izomorficzne algebry zbioréw mierzalnych i w
pewnym sensie obydwie sg po prostu wcieleniem miary Lebesgue’a. Wcielenia te jednak zasadniczo si¢
od siebie réznig - np. pierwsza z tych miar jest jednostajnie regularna, podczas gdy druga jest daleka
od tej wlasnosci.

Dlatego naturalne wydaje si¢ pytanie o strukture miar skoriczenie addytywnych na (niekoniecznie
zupelnych) algebrach Boole’a. Jakkolwiek miara skoriczenie addytywna moze wydawacé si¢ na pierwszy
rzut oka egzotycznym obiektem, dzieki dualizmowi Stone’a badanie miar skoniczenie addytywnych na
algebrach Boole’a jest w istocie badaniem (c-addytywnych) miar Radona na przestrzeniach zwartych
zerowymiarowych.

W 1982 w komentarzach do wydania Ksiegi Szkockiej z 1982 roku ([Mau82]) Maharam postawila
problem klasyfikacji miar skoriczenie addytywnych na algebrach Boole’a. Jest mato prawdopodobne, ze
da sie sformutowac twierdzenie klasyfikujace miary skonczenie addytywne, ktére bedzie choé¢ w czesci
tak eleganckie, jak twierdzenie Maharam. Ich struktura jest po prostu zbyt ztozona. W rozdziale 1.2.3
podamy matematyczne przestanki wydajace si¢ potwierdza¢ te intuicje. Mimo, ze pelna odpowiedZ na

1Podstawowe definicje znajduja sie w rozdziale 1.2.2



pytanie Maharam jest prawdopodobnie nieosiggalna, stanowi ono jedno z gtéwnych motywacji naszych
badan.

Struktura miar skoniczenie addytywnych na algebrach Boole’a byta wnikliwie badana od lat czterdzie-
stych ubieglego wieku, by wymieni¢ tu problemy zwigzane z charakteryzacjg zupelnych algebr Boole’a,
na ktérych istniejg miary $cisle dodatnie i o-addytywne (w szczegdlnosci problem Maharam, rozwazany
m. in. przez von Neumanna, Tarskiego, Jecha, Talagranda czy Todorlevica), problem charakteryzacji
algebr, na ktérych istnieje $cisle dodatnia miara o$rodkowa (badany m. in. przez Talagranda, Frem-
lina, Plebanka i DZamonjg) czy problem charakteryzacji algebr Boole’a, na ktérych wszystkie miary sg
o$rodkowe (rozwazany m. in. przez Haydona, Kunena i Fremlina). Motywacje, ktérymi kierowano si¢ w
tych badaniach, byty szerokie i czasem pozornie dalekie od oryginalnych probleméw. Na przykiad wiele
zagadnien teorii przestrzeni Banacha ma zwigzek z miarami na algebrach Boole’a i na przestrzeniach
zwartych. Przyktad takiego nieoczywistego na pozér zwigzku podamy w rozdziale 1.2.6.

W naszych badaniach zajeliSmy sie powigzaniami miedzy wlasnoSciami miarowymi, a wlasnosciami
topologicznymi i kombinatorycznymi, przy czym koncentrujemy sie na przestrzeniach, ktére sg w jakims§
sensie ,male” - w nadziei, ze zrozumienie pewnych zjawisk zachodzacych dla mniej skomplikowanych
struktur, jest odpowiednim krokiem ku ogélnym twierdzeniom. Stowo ,mate” mozna tu interpretowaé na
rézne sposoby, np. jako wlasno$¢ malej bazy, malej m-bazy czy matego w-charakteru. Jednak pojeciem,
ktoére zdaje sie najlepiej ujmowac istote tego stowa w interesujacym nas kontekscie, jest wiasnos¢, ktorg
na potrzeby tego referatu nazwiemy wtasnoscig (b).

Definicja 1. Przestrzeri zwarta K speinia warunek (b), jesli nie istnieje ciggta surjekcja z K na
kostke Tichonowa [0, 1]“1.

Warunek bedacy w pewnym sensie miarowym odpowiednikiem (b) nazwiemy wtasnoscia (#):
Definicja 2. Przestrzeri zwarta K ma wtasnosé (1), jesli kazda miara na K jest osrodkowa.

Wtasnos¢ (f) pociaga (b). Odpowiadajac na otwarty przez wiele lat problem Haydona, Fremlin
pokazal, ze niesprzecznie zachodzi implikacja przeciwna ([Fre97]).

Szczegdlnie wazne sg dla nas wiasnosci zwigzane z warunkami laricuchowymi (ang. chain condi-
tions). W pracy [Kel59] Kelley podat kombinatoryczng charakteryzacje istnienia miary §cisle dodatniej,
majaca postaé¢ warunku taicuchowego. Istnienie miary $cisle dodatniej pocigga wtasnosé ccc i jest impli-
kowane przez oSrodkowos¢ przestrzeni Stone’a. Réwniez inne wlasno$ci miarowe takie, jak ,istnieje §cisle
dodatnia miara jednostajnie regularna” czy ,istnieje §cisle dodatnia miara przeliczalnie zdeterminowana“
mozna interpretowaé jako warunki laiicuchowe.

Ta uwaga prowadzi w naturalny sposéb do rozwazania przestrzeni zwartych nieosrodkowych, na
ktérych mozna zdefiniowaé miare §cisle dodatnia. Przyktadami takich przestrzeni sg przestrzen Stone’a
algebry miary Lebesgue’a czy 2 dla x > c. Jedli zazadamy, zeby nasza przestrzen byta mata, to ist-
nienie odpowiedniego przykladu staje si¢ nieoczywiste, a sam problem bliski stawnemu problemowi
Suslina. Przypomnijmy, ze jedno ze sformulowan Hipotezy Suslina brzmi ,Kazda przestrzen zwarta ccc
i liniowo uporzadkowana jest oSrodkowa”. W 1971 roku Solovay i Tennenbaum udowodnili, ze jest ona
niesprzeczna z ZFC formutujac aksjomat, dzisiaj nazywany aksjomatem Martina, ktéry ja pociaga (przy
negacji Hipotezy Continuum). Aksjomat Martina dla x zbioréw gestych oznaczaé bedziemy przez MA,.
Szybko okazalo sie, ze warunek liniowego uporzgdkowania w pewnym sensie nie jest kluczowy i moze
zosta¢ zmieniony na pewne bardziej ogblne wtasnosci:

Twierdzenie 3. (Juhasz, [Juh71, Twierdzenie 1.3]) Zatézmy MA,,. Wowczas kazda przestrzen
zwarta ccc o mw-ciezarze mniejszym od wo jest osrodkowa.

W latach dziewieédziesiatych ubieglego wieku trwaly intensywne badania nad nastepujacg hipoteza:

(Hipoteza (T')) Kazda przestrzer zwarta ccc spetniajgca witasnosé (b) jest osrodkowa.



Byla ona nazywana ,ostateczng wersja Hipotezy Suslina“ lub ,aksjomatem Todorcevic¢a” do czasu,
az sam Todorcevi¢ udowodni? jej sprzecznosé¢ z ZFC:

Twierdzenie 4. (Todoréevi¢, [Tod00]) Istnieje przestrzen zwarta ccc i nieosrodkowa, spetniajgca
wtasno$é (b) © majaca przeliczalny w-charakter.

Wezesniej Bell ([Bel96]) i Moore ([M0099]) podali przyktady takich przestrzeni, istniejace przy za-
tozeniu MA,,, .

Centralnym tematem naszych badai jest problem niesprzecznosci stwierdzenia, ktére mozna nazwac
y,miarowa wersjg Hipotezy Suslina

(Hipoteza (S)) Kazda przestrzen zwarta z miarg Scisle dodatnig, ktéra spetnia wtasnosé
(b), jest osrodkowa.

Przyklad Todorcevica spelnia silniejsze warunki taiicuchowe niz ccc - ma wtasnos¢ Knastera i jest o-
n-potaczony dla kazdego n. Wlasnosc¢ ,istnieje miara §cisle dodatnia” jest wiec najstabszym warunkiem
laricuchowym, dla ktérego warto rozwaza¢ odpowiednie ostabienie Hipotezy (T'). Hipoteza (S) wydaje sie
wiec wazna nie tylko dla analizy miar na przestrzeniach zwartych, ale takze dla badan nad warunkami
taiicuchowymi. O ile nam wiadomo, do tej pory w literaturze nie zostata ona nigdy sformultowana,
cho¢ byla rozwazana przez Todorcevi¢a. Pewnej informacji na temat jej prawdziwosci dostarcza jedynie
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. (Kunen-van Mill, [KvM95]) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
a) -MA,, (ma),
b) istnieje kompakt Corsona ze Scisle dodatnig miarg nieo$rodkowq.

MA, (ma) oznacza tu aksjomat Martina dla algebr miarowych dla x zbioréw gestych. Poniewaz
kompakt Corsona z miarg nieorodkowa nie moze by¢ osrodkowy, przyklad jak w b) pociaga negacje
Hipotezy (S).

Problem, czy Hipoteza (S) jest niesprzeczna z ZFC jest nadal otwarty. Udato nam sie¢ zaréwno
udowodni¢, ze pewne warianty Hipotezy (S) sg niesprzeczne, jak i podaé¢ pare nowych przykladow
przestrzeni typu suslinowskiego. Nasze rezultaty wskazuja, ze jesli Hipoteza (S) jest spelniona w jakims
modelu teorii mnogosci, to jest nim prawdopodobnie model Solovaya.

Rozdzial 1.2.3 poswiecony jest ogdlnym rezultatom dotyczacym problem klasyfikacji miar na al-
gebrach Boole’a (zawartym w pracy [2]). W rozdziale 1.2.4 omawiamy twierdzenia o niesprzecznosci
pewnych wariantéw Hipotezy (S) (z pracy [4]), natomiast w rozdziale 1.2.5 prezentujemy nowe przy-
klady przestrzeni suslinowskich (z prac [4] i [3]). Techniki rozwiniete w trakcie badari nad Hipoteza
(S) okazaly sie przydatne réwniez w zagadnieniach zwigzanych z problemem charakteryzacji przestrzeni
zwartych bez miary nieoSrodkowej (rozdzial 1.2.8), problemem zanurzania algebry miarowej w P(w)/Fin
(rozdziat 1.2.6) czy problemem Maharam (rozdziat 1.2.7).

Dodajmy, ze rozwazanie problemu niesprzeczno$ci Hipotezy (S) doprowadzilo takze posrednio do
rozwigzania pewnych probleméw dotyczacych luk w P(w)/Fin (wyniki te nie wchodzg w skiad osiggnie-
cia habilitacyjnego; omawiamy je w rozdziale 1.3.2). Zainspirowalo ono takze badanie wspélczynnikéw
zwigzanych ze slalomami i analitycznymi P-ideatami na w (prowadzone obecnie przeze mnie i Barnabéasa
Farkasa).

1.2.2 Podstawowe definicje.

W dalszej czesci referatu przez miary na algebrach Boole’a bedziemy rozumieé miary skonczenie addy-
tywne, a na przestrzeniach zwartych o-addytywne miary Radona. Wszystkie rozwazane przez nas miary
sg probabilistyczne.



Algebry Boole’a bedziemy traktowac jako algebry podzbioréw, stosujac oznaczenia ,N”, ,,U”, itd.
Przypomnijmy, ze algebra Boole’a jest o-scentrowana wtedy i tylko wtedy, gdy jej przestrzen Stone’a
jest osrodkowa. Podobnie, algebra Boole’a zawiera tylko przeliczalne rodziny niezalezne (w sensie mno-
gosciowym) wtedy i tylko wtedy, gdy jej przestrzen Stone’a ma wlasnos¢ (b).

Miara p na przestrzeni K jest $cisle dodatnia, jesli p(U) > 0 dla kazdego niepustego zbioru otwar-
tego. Powiemy, ze przestrzen zwarta jest przestrzenig z miarg Scisle dodatnig, jeSli mozna na niej
zdefiniowa¢ miare Sci§le dodatnig. Analogicznie definiujemy algebre Boole’a z miarg §ci§le dodatnig
(czyli taka, ktora niezerowym elementom algebry Boole’a przypisuje dodatnie wartosci).

Powiemy, ze miara na przestrzeni zwartej jest bezatomowa, jesli znika na punktach, natomiast miara
na algebrze Boole’a jest bezatomowa, jesli jej rozszerzenie znika na punktach jej przestrzeni Stone’a.

Definicja 6. Niech n bedzie miarg na algebrze Boole’a B. Miarg p nazwiemy osrodkowa, jesl
istnieje przeliczalna rodzina A C B taka, ze

inf{u(AAB): Aec A} =0
dla kazdego B € 8. Miara u jest jednostajnie regularna wzgledem rodziny A C 9B, jesh
n(B) = sup{u(4): AC B,A€ A}.
Jesl miara jest jednostajnie regularna wzgledem jakiejs przeliczalnej rodziny, to powiemy, ze jest
po prostu jednostajnie regularna.

Miara p na przestrzeni topologicznej jest osrodkowa, jesli i na algebrze Boole’a zbioréw mierzalnych
jest osrodkowa. Miary oSrodkowe nazywane sg tez miarami typu Maharam przeliczalnego. Pojecie to
uogoblnia sie w oczywisty sposéb na inne liczby kardynalne. Wtasno$¢ jednostajnej regularnosdci réwniez
mozna w naturalny sposéb ,przettumaczy¢” na jezyk miar na przestrzeniach zwartych, cho¢ ttumaczenie
to nie bedzie nam tu potrzebne.

Definicja 7. Miare i na przestrzeni zwartej K nazwiemy przeliczalnie zdeterminowana, jeslt ist-
nieje taka przeliczalna rodzina zbiordow domknietych F, ze

u(U) = sup{u(F): F CU,F € F}
dla kazdego otwartego U C K.

Jesli miara jest jednostajnie regularna, to jest przeliczalnie zdeterminowana, a jeSli jest przeliczal-
nie zdeterminowana, to jest oSrodkowa. Na kazdej przestrzeni osSrodkowej mozna okresli¢ przeliczalnie
zdeterminowang miare ci$le dodatnia.

Jesli 7 jest idealem na zbiorze K, to

add(Z) = min{|A|: A C Z, U.A ¢ T},
non(Z) =min{|X|: X CK, X ¢ T},
cov(Z) = min{|A|: ACZ, | JA=K}.

Dla liczby kardynalnej x > w niech A\, oznacza standardowg miare (Lebesgue’a) na 2* natomiast N,
niech bedzie ideatem zbioréw miary A, zero. Przez M bedziemy oznacza¢ ideal zbioréw pierwszej kate-
gorii Baire’a. Algebry Boole’a postaci Bor(2") /N, bedziemy nazywaé algebrami miarowyms, natomiast
algebre Boole’a Bor(2¢) /N bedziemy nazywaé algebrg miary.

Definicje innych wspdélczynnikéw kardynalnych uzytych w tym referacie znajduja si¢ w [Blal0],

natomiast definicje wspoéiczynnikéw zwigzanych z topologia (np. m-charakteru) w [Juh71].
Przyda nam sie takze ponizsza charakteryzacja aksjomatu Martina dla algebr miarowych.

Twierdzenie 8. (patrz np. [KvM95])

MA,, (ma) <= cov(N,,) > wi.



1.2.3 Problem klasyfikacji miar na algebrach Boole’a.

W pracy [2] zajmowalismy si¢ problemem klasyfikacji miar (skoriczenie addytywnych) na algebrach Bo-
ole’a, przy czym klasyfikacje te rozwazamy wzgledem nastepujacego pojecia izomorfizmu miar. Niech
miara i bedzie okreslona na algebrze Boole’a 2, a v na algebrze 8. Powiemy, ze miary te sg tzomor-
ficzne, jezeli istnieje taki izomorfizm boole’owski p: A — B, ze pu(A) = v(p(A)) dla kazdego A € 2.
Twierdzenie Maharam klasyfikuje miary o-addytywne na zupelnych algebrach Boole’a wzgledem tej
wtasnie relacji.

Badalismy stopien ztozonos$ci izomorfizmu miar jako relacji réwnowaznosci. Zatézmy, ze R jest relacja
réwnowaznosci na przestrzeni polskiej X. Powiemy, ze jest ona borelowska, jesli R jest borelowskim
podzbiorem X 2. Relacja R okreslona na X redukuje sie do relacji T, okreslonej na Y, jesli istnieje taka
funkcja borelowska f: X — Y, ze xRy wtedy i tylko wtedy, gdy f(z)T f(y). Relacja R jest borelowsko
zupetna, jesli kazda borelowska relacja réwnowaznosci redukuje si¢ do R. Méwiac bardzo skrétowo im
relacja znajduje sie wyzej w hierarchii zadanej przez redukowalno$§¢, tym mniejsze szanse na prosto
formulowalne twierdzenie klasyfikacyjne ze wzgledu na te relacje.

Nasze badania ograniczyliémy do szczegélnego przypadku miar okreslonych na algebrze Cantora (t;.
algebrze wolnej o przeliczalnie wielu generatorach). Wprowadzenie jakiego$ ograniczenia jest konieczne,
aby moc uzy¢ opisanego wyzej aparatu (zbiér miar musi tworzy¢ przestrzen polska). Nawet jednak w
tym przypadku relacja izomorfizmu miar nie wydaje sie by¢ szczegdlnie prosta.

Miary §cisle dodatnie na algebrze Cantora mozna zakodowaé jako elementy X = (0,1) tak,
zeby kazdy element X kodowal pewna miare SciSle dodatnig. Przestrzen X ze standardowsg topologia
jest przestrzenig polska, a izomorfizm miar wyznacza na X pewng relacje rownowaznosci R. Podobnie,
miary niekoniecznie §ciSle dodatnie mozna zakodowaé jako elementy pewnego podzbioru Y C X typu
(5. Standardowsg strategia badania stopnia ztozonosci relacji réwnowaznosci jest znajdowanie znanych
relacji, ktére redukujg sie lub, do ktérych mozna zredukowaé, badang relacje. W pracy [2] nie udato
nam sie¢ umiejscowi¢ w ten sposéb R, rozwazaliSmy jedynie pewne jej warianty.

Relacje Ry na X definiujemy przez

o<w

2Roy, jesli istnieje taki automorfizm ¢ drzewa 2<%, ze Vo € 2<% x(s) = y(v(s)).
Relacja Rg jest silniejsza (tj. mniejsza w sensie mnogo$ciowym) relacja niz R.

Twierdzenie 9. ([2, Twierdzenie 3.1]) Relacja Ry jest redukowalna do relacji izomorfizmu skoni-
czenie rozgatezionych drzew (ang. finitely branching trees).

Relacja izomorfizmu skonczenie rozgatezionych drzew jest borelowska.
Naturalng relacjg zwiazang z miarami niekoniecznie $ci§le dodatnimi jest réwnos¢ ideatéw zbioréw
miar zero. Oznaczmy przez ,,~" odpowiednik tej relacji na Y. R; bedzie relacjg na YV definiowang przez

zR1y, jesli istnieje taki 2Rz, ze z = y.
Twierdzenie 10. ([2, Twierdzenie 3.2]) Relacja Ry jest borelowsko zupeina.

Powyzszy wynik wskazuje (cho¢ nie dowodzi), ze relacja izomorfizmu miar niekoniecznie §cisle do-
datnich na algebrze Cantora, jest borelowsko zupelna. Pomimo, ze udalo nam si¢ pokazaé, ze pewne
warianty izomorfizmu miar §ciSle dodatnich na algebrze Cantora dajg si¢ zredukowac do relacji bore-
lowskich (jak w Twierdzeniu 9), najprawdopodobniej izomorfizm miar $cisle dodatnich jest réwniez
do$¢ skomplikowany. Po pierwsze, rozwazane przez nas warianty wydajg sie znacznie prostsze niz sam
izomorfizm. Po drugie, relacje, do ktérych sie redukuja, sa do§¢ wysoko w hierarchii relacji rownowaz-
nosci zadanej przez redukowalno$¢. O ile nam wiadomo, problem ztozonosci relacji izomorfizmu miar
na algebrze Cantora, cho¢ wzbudzil pewne zainteresowanie wiréd specjalistéw z deskryptywnej teorii
mnogo$ci, nadal jest otwarty.



Czes¢ pracy [2] jest tez przyczynkiem do czesciowej klasyfikacji miar na algebrach Boole’a. Sugeru-
jemy tam, ze tak, jak niezmiennikiem klasyfikacji Maharam jest typ Maharam, tak w klasyfikacji miar
skonczenie addytywnych podobng role moze pelni¢ typ jednostajnej regularnosci, czyli najmniejsza
moc takiego podzbioru algebry z miarg, wzgledem ktérego miara ta jest jednostajnie regularna. Do-
prowadzito nas to do problemu charakteryzacji algebr Boole’a ze $ci§le dodatnig miarg jednostajnie
regularng i, w nastepstwie, do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11. ([2, Twierdzenie 4.1]) Zaidzmy, ze p jest miarg bezatomowa t Scisle dodatnig na
algebrze Boole’a . Wtedy u jest izomorficzna z miarg Lebesgue’a na pewnej podalgebrze algebry
Jordana. W szczegélnosct algebra Boole’a ma Scisle dodatnig bezatomowqg miare jednostajnie
reqularng wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest boole’wsko izomorficzna z podalgebrg algebry Jordana
zawierajgcq gestq podalgebre Cantora.

Algebra Cohena jest to uzupelnienie algebry Cantora. Algebrg Jordana nazwiemy natomiast mak-
symalng podalgebre algebry Cohena, na ktérej mozna okresli¢ miare o-addytywna p w tym sensie, ze
1V, An) =3, 11(Ay), oile (A,,) sa parami roztaczne i \/,, A, jest elementem algebry. Jest wiele takich
algebr, sg one jednak wzajemnie izomorficzne.

W pracy [BN07] udowodniliSmy, ze jesli na algebrze Boole’a nie istnieje miara jednostajnie regu-
larna, to mozna na niej zdefiniowa¢ miare nieo§rodkowsa. Pojawia sie tu pytanie, czy podobne twierdze-
nie, laczace jednorodng regularnos¢ z typem Maharam, zachodzi dla miar §cisle dodatnich. W pracy
[2] pokazaliSmy, ze nie: istnieje algebra Boole’a ze §cile dodatnig miara, na ktorej wszystkie miary
sa ofrodkowe, ale ktora nie ma przeliczalnej m-bazy (i skutkiem tego nie ma $cisle dodatniej miary
jednostajnie regularnej). To wtasnie ten przyktad przestrzeni typu suslinowskiego doprowadzil nas do
sformulowania Hipotezy (S).

1.2.4 Miary na przestrzeniach suslinowskich w modelu Solovaya.

W $wietle Twierdzenia 3 naturalnym przypuszczeniem dotyczacym Hipotezy (S) jest to, ze pociaga
ja MA,, lub nawet tylko MA,, (ma). W istocie, w pracy [Kam89] Kamburelis udowodni! odpowiednik
Twierdzenia 3 dla algebr z miarg §cisle dodatnia: przy zatozeniu MA,, (ma) kazda algebra Boole’a mocy
co najwyzej wi, na ktérej mozna zdefiniowaé Scisle dodatnia miare, jest o-scentrowana. W pracy [4]
wykorzystujac metody z dowodu Twierdzenia 3 wzmocniliSmy nieco ten wynik:

Twierdzenie 12. [4, Twierdzenie 4.4] Zatdzmy, ze cov(N,, ) > wi. Wowczas kazda przestrzen zwarta
z miarg $cisle dodatnig 1 o w-ciezarze mniejszym od wo, jest osrodkowa.

Twierdzenie to mogloby sugerowaé, ze rezultaty osiggniete przy zalozeniu MA,, przez Juhasza i
innych dla przestrzeni ccc bedg miaty swbj odpowiednik dla przestrzeni z miarg wykorzystujacy jedynie
MA,,, (ma). Okazalo sie jednak, ze w przypadku przestrzeni z miarg zachodzg pewne nowe zjawiska.
Dotycza one zwlaszcza przestrzeni z matych n-charakterem.

Przypomnijmy, ze przez model Solovaya (zwany takze modelem random) rozumie si¢ zazwyczaj
model teorii mnogosci powstaly z uniwersum konstruowalnego poprzez forcing algebra Bor(242) /N, .
W ksigzce Talagranda [Tal84] wyodrebniony zostal pewien aksjomat, ktoérego sformulowanie nie jest
moze najbardziej urodziwe, ale ktéry ujmuje pewne kombinatoryczne wtasnosci modelu Solovaya.

Definicja 13. Zatozenie
cov(N,,)=¢ A nonN)=w; A c¢=uwy
nazwiemy aksjomatem (R).

Kolejne dwa twierdzenia udowodnione sg przy zalozeniu aksjomatu (R) (a wiec zachodzg w modelu
Solovaya).



Twierdzenie 14. [4, Twierdzenie 5.5] Zatdzmy aksjomat (R). Wowczas kazda przestrzen zwarta z
miarg Scisle dodatnig, ktéra ma mw-charakter mniejszy od wo, jest osrodkowa.

Twierdzenie 15. ([4, Twierdzenie 5.6]) Zatozmy aksjomat (R). Wdwczas kazda przestrzen zwarta
z miarg $ciSle dodatnig, ktéora ma przeliczalny w-charakter, ma przeliczalng w-baze.

Przypomnijmy, ze nieoS§rodkowa przestrzen ccc, ktéra ma przeliczalny m-charakter istnieje w ZFC
(por. Twierdzenie 4). Powyzsze twierdzenia pokazujg wiec, ze w krolestwie przestrzeni z malym -
charakterem warunek istnienia éciéle dodatniej miary jest znaczaco silniejszy niz ccc 2.

Nasuwa sie tu pytanie, czy w powyzszych twierdzeniach aksjomat (R) da si¢ ostabi¢ do zalozenia
cov(N,,) > w1, a wiec do MA,, (ma). Byloby to naturalne w kontekscie Twierdzenia 12. Okazuje sig,
ze nie jest to mozliwe. Jak zobaczymy w rozdziale 1.2.5, przy zalozeniu aksjomatu Martina teza tych
twierdzen po prostu nie jest prawdziwa, tzn. istnieje nieoSrodkowa przestrzen zwarta o przeliczalnym
m-charakterze z miarg $cisle dodatnia.

1.2.5 Nowe przyklady przestrzeni suslinowskich

W naszych poszukiwaniach nowego przyktadu matlej przestrzeni zwartej nieoSrodkowej z miarg Scisle
dodatnig przelomowa okazala si¢ nastepujaca czysto heurystyczna obserwacja. Otéz przyklady matych
przestrzeni suslinowskich znane z literatury (opisane w rozdziale 1.2.1), chociaz konstruowane za pomoca
réznych metod, nieoczekiwanie mialy pewng wspdlng ceche: mialy liniowe widkna (ang. byly linearly
fibered).

Definicja 16. Przestrzen zwarta K ma liniowe widkna, jezeli istnieje ciggte odwzorowanie f: K —
M, gdzie M jest pewng przestrzenig metryczng, takie, ze f'[{y}] jest przestrzeniq liniowo upo-
rzgdkowang dla kazdego y € f[K].

Przestrzeniom takim po$wiecimy wiecej miejsca w rozdziale 1.2.8. Teraz wystarczy nam informacja,
ze kazda taka przestrzen spelnia wiasnos$¢ (b). Analiza zachowania miar na przestrzeniach z matymi
wléknami doprowadzila nas do nastepujacego wyniku.

Twierdzenie 17. ([4, Twierdzenie 3.3]) Zatézmy MA. Istnieje przestrzeni zwarta K ze $cisle do-
datnig miarg, ktéra ma przeliczalny w-charakter, jest nieosrodkowa t ma lintowe witdkna (a wiec
spetnia (b)).

Przestrzen ta jest skonstruowana jako przestrzen Stone’a pewnej algebry Boole’a generowanej przez
podzbiory otwarto-domkniete 2“ oraz pewng rodzine domknietych podzbioréw 2 konstruowang przez
indukcje pozaskonczong przy uzyciu pewnego nietrywialnego lematu Fremlina.

Warto zwréci¢ uwage na osobliwe zjawisko zwigzane z Twierdzeniem 17 i Twierdzeniem 14. Ot6z
przestrzen zwarta z miarg SciSle dodatnia, nieoSrodkowa i o przeliczalnym m-charakterze istnieje przy
zalozeniu MA, lecz nie istnieje w modelu Solovaya. Jest to, o ile nam wiadomo, pierwszy przykiad prze-
strzeni typu suslinowskiego, ktérej nie zabija aksjomat Martina (ani zadne jego niesprzeczne wzmocnie-
nie), ale ktorej istnienia nie da si¢ udowodni¢ w ZFC. By¢ moze jest to wskazéwka, ze model Solovaya
lepiej eliminuje patologie przestrzeni z miarami niz aksjomat Martina.

Okazalo sig tez, ze jesli ostabimy aksjomat Martina do zatozenia p = ¢ (a wiec do aksjomatu Mar-
tina dla algebr o-scentrowanych), to wciaz istnieje przykltad przestrzeni zwartej, ktéra by¢ moze jest
ofrodkowa, ale ,nie na tyle”, zeby kazda miara na niej byla przeliczalnie zdeterminowana.

Twierdzenie 18. ([4, Twierdzenie 3.4]) Zatdzmy p = ¢. Witedy istnieje zwarta przestrzen z liniowyms
widknamt (a wiec majgca wltasnosé (b)) 1 z miarg $cisle dodatnig, ktéra nie jest przeliczalnie
zdeterminowana.

2czy nawet, jak wskazuje analiza przyktadu Todorlevié¢a, wtasnosé Knastera.
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Kolejny przyklad malej przestrzeni nieosrodkowej z miarg Scisle dodatnia, wymagajacy jeszcze stab-
szych zalozen niz te z Twierdzenia 17 jest modyfikacja przykiladu Todorcevi¢a uzytego w dowodzie
Twierdzenia 4.

Konstrukcja Todoréevi¢a wykorzystuje slalomy, kombinatoryczne pojecie uzywane w teorii mnogosci
prostej rzeczywistej. Fremlin i Kunen wykazali, ze istnieje pewien C*-wstepujacy cigg (wieza) slalomoéw,
bedacy w pewnym sensie maksymalny. Todorcevi¢ skonstruowal przy pomocy tej wiezy swoéj przyktad
jako przestrzenn Stone’a pewnej algebry Boole’a, owej maksymalno$ci uzywajac do wykazania, ze jest
ona nieosrodkowa.

Przyktad Todorcevica od poczatku badan pozostawal w sferze naszych zainteresowan, ale przez diugi
czas ulegali$my zludzeniu, Ze nie ma on miary $cisle dodatniej (przekonanie to, w prywatnej rozmowie,
podzielat sam Todoréevi¢, a w literaturze pojawil si¢ nawet (nieadekwatny) dowdd, ze przestrzen To-
doréevi¢a nie ma miary $cisle dodatniej). W pracy [3] pokazaliSmy ze to, czy przestrzen zdefiniowana
W powyzszy sposdéb ma miare §ciSle dodatnig czy nie, zalezy od wlasnosci wiezy slaloméw Fremlina-
Kunena.

Okazalo sie, ze twierdzenie Fremlina-Kunena mozna wzmocnié zadajac, by wieza, ktérej istnienie to
twierdzenie zapewnia, skladala si¢ ze slaloméw bedacych w pewnym sensie elementami ideatu zbioréw
sumowalnych (slalomdw sumowalnych). Ceng, ktéra trzeba jednak zaptacié, jest koniecznosé zalozenia
pewnego dodatkowego aksjomatu (trzeba mianowicie zatozy¢, ze add(N) = non(M)?3). Przestrzen stwo-
rzona z tej rodziny wedle przepisu Todorcevi¢a bedzie miata miare §ciSle dodatnig, a zatem prawdziwe
bedzie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 19. ([3, Twierdzenie 5.4]) Przy zatozeniu add(N) = non(M) istnieje nieosrodkowa
przestrzeni zwarta K z miarg Scisle dodatnig i speiniajgca (b). Co wiecej, K ma przeliczalny
m-charakter.

Zalozenie add(N) = non(M) jest znaczaco stabsze niz aksjomat Martina, wigc Twierdzenie 19 jest
wzmocnieniem Twierdzenia 17. Wspomnimy tutaj o metodzie dowodzenia faktu, ze przestrzen K ma
miare §cisle dodatnig. Zazwyczaj tego, ze przestrzert ma miare o okreslonych wlasnosciach, wykazuje sie
poprzez wskazanie tej miary. Nie jest jednak jasne, jak zdefiniowa¢ miare §cisle dodatnig na przestrzeni
K. Wygodne okazalo si¢ natomiast uzycie dos¢ malo znanego twierdzenia, ktére prawdopodobnie w
zamy$le nie mialo stuzy¢ jako kryterium istnienia miary §cisle dodatniej: twierdzenia sformutowanego
przez Kamburelisa w [Kam89]. Otéz Kamburelis pokazal, ze algebra Boole’a ma miarg $cisle dodatnia
wtedy i tylko wtedy, gdy algebra ta jest o-scentrowana w rozszerzeniu forcingowym pewng algebra mia-
rowg. Okazalo sie, ze forcing algebra miary dodaje pewien szczegdlny slalom, niszczacy maksymalnos§é
wiezy Fremlina-Kunena, a tym samym ,indukujacy” oérodek dla przestrzeni K.

Powyzsza konstrukcja okazala sie¢ by¢ do$¢ elastyczna: mozna modyfikowal jg na rézne sposoby,
otrzymujac interesujace obiekty. Niektére z nich oméwimy w kolejnych rozdziatach.

1.2.6 Narost w z miara $ciSle dodatnia i co-dopelnialnosé.

W pracy [3] odpowiadamy na ponizsze pytanie.

Problem 20. Czy istnieje podalgebra P(w)/Fin, ktora nie jest o-scentrowana i na ktérej istnieje
miara $cisle dodatnia (innymi stowy: czy istnieje uzwarcenie w o naroscie bedgcym nieosrodkowaq
przestrzenig z miarg $cisle dodatnig)?

W pracy [vM82] van Mill postawit pytanie, czy istnieje przestrzen o nieco stabszych wtasnosciach, a
mianowicie czy istnieje uzwarcenie w o naroscie, ktéry jest nieo§rodkowy i ccc (oferujac za odpowiedz

8Tak naprawde wystarczy zatozenie, ze add(N) réwny jest pewnemu wspétczynnikowi kardynalnemu zwigzanemu z
idealem sumowalnym.
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nagrode w postaci butelki whisky). OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca, a odpowiedni przykltad
podal Murray Bell ([Bel80]).

Problem 20 jest zwigzany z pewnym intrygujacym pytaniem, by¢ moze jednym z najwazniejszych
otwartych probleméw dotyczacych struktury P(w)/Fin: czy algebra miary zanurza sie w P(w)/Fin? Przy
zalozeniu Hipotezy Continuum, dzieki twierdzeniu Parovicenki, algebra miary - jako algebra Boole’a
mocy w - zanurza sie w P(w)/Fin. Z kolei Dow i Hart w pracy [DHO00] pokazali, ze przy zatozeniu OCA
(Open Coloring Aziom) algebry miary w P(w)/Fin zanurzy¢ nie mozna.

Algebra miary nie jest o-scentrowana, wiec przy zalozeniu Hipotezy Continuum odpowiedZ na Pro-
blem 20 jest twierdzaca. Przypomnijmy takze, ze kazda o-scentrowana algebra Boole’a ma §cisle dodat-
nig miare. Wobec tego powyzszy problem mozna nieco niesci§le wyrazi¢ nastepujaco: czy w ZFC istnieje
nietrywialna podalgebra algebry miary, ktérg mozna zanurzy¢ w P(w)/Fin?

W pracy [DP15] Drygier i Plebanek podaja konstrukcje podalgebry P(w)/Fin z miarg $cisle dodatnia,
ktoéra nie jest o-scentrowana, przy pewnym stosunkowo stabym zalozeniu teoriomnogosciowym. Okazuje
sie jednak, ze do konstrukcji takiej algebry nie sg potrzebne dodatkowe aksjomaty.

Twierdzenie 21. ([3, Twierdzenie 5.7]) Istnieje podalgebra P(w)/Fin z miarg $cisle dodatnig, ktéra
nie jest o-scentrowana

Konstrukcja tej algebry Boole’a jest podobna do tej z dowodu Twierdzenia 19. Tym razem zamiast
wiezy slaloméw rozwazamy rodzine wszystkich slaloméw sumowalnych i to z niej budujemy, sposobem
Todor&evi¢a, algebre Boole’a. Nie bedzie ona miala tym razem wiasnosci (b) (gwarantowana wczesniej
przez ,liniowo$¢” wiezy Fremlina-Kunena), ale za to do jej stworzenia nie potrzebujemy zadnych do-
datkowych aksjomatéw teoriomnogosciowych. Latwo tez pokazaé, ze mozna ja zanurzy¢ w P(w)/Fin.

Algebra Boole’a skonstruowana powyzej ma jeszcze jedng interesujaca wiasno$é. Zaldézmy, ze X
jest przestrzenig Banacha, a Y jej domknietg podprzestrzenia. Powiemy, ze Y jest dopetnialna w X,
jesli istnieje projekcja p: X — X taka, ze p[X] = Y. Zauwazmy, zZe jezeli K jest uzwarceniem w, to
{feC(K):Vz € K\w f(x) = 0} jest kopia co w C(K). Nazwiemy jg naturalng kopig co. W ostatnich
latach problem dopetnialnosci naturalnej kopii ¢y w przestrzeniach C(K), gdzie K jest uzwarceniem w,
wzbudzil pewne zainteresowanie. Wiestaw Kubi§ zauwazyl, ze jesli naturalna kopia cg jest dopeinialna
w C(K), to narost K ma miare §cisle dodatnia.

W pracy [DP16] Drygier i Plebanek pokazali, ze przy zatozeniu Hipotezy Continuum istnieje takie
uzwarcenie K przestrzeni w z nieo§rodkowym narostem, ze naturalna kopia cp w C(K) jest dopetnialna.
W pracy [3] pokazalismy, ze twierdzenie to jest prawdziwe bez koniecznosci zakladania dodatkowych
aksjomatow.

Twierdzenie 22. ([3, Wniosek 5.16]) Istnieje takie uzwarcenie K przestrzeni w o nieo$rodkowym
naroscie, ze naturalna kopia ¢y jest dopetnialna w C(K).

Owo uzwarcenie jest przestrzenig Stone’a algebry Boole’a skonstruowanej w dowodzie Twierdzenia
21. Aby pokazaé, ze spelnia ono teze twierdzenia, skorzystaliSmy z rezultatu udowodnionego w pracy
[DP16], méwiagcego, ze naturalna kopia ¢y jest dopetnialna w C'(K), gdzie K jest uzwarceniem w, jesli
istnieje pewien szczegdlny ciag miar znakowanych na K. Nasz dowdd polega wlasnie na konstrukcji
takiego ciggu. Miary tworzace ten cigg sg definiowane w do$¢ niestandardowy sposdb, poprzez nazwy
na pewne obiekty w rozszerzeniu forcingowym algebra miarowsa.

1.2.7 Algebry Boole’a, ktore sa o-polaczone, a nie majg miary Scisle dodatniej

Uzywajac metod opisanych w poprzednich dwoéch rozdziatach, konstruujemy takze przyklady algebr
Boole’a spelniajacych dos¢ silne warunki laiicuchowe, ale nie majace miary $cisle dodatniej. Powiemy,
ze rodzina zbioréw jest n-potgczona (ang. n-linked), jesli jej kazdy n-elementowy podzbiér ma niepusty
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przekroj, natomiast algebra Boole’a 2 jest o-n-polaczona, jesli A \ {0} jest przeliczalng sumg rodzin
n-potaczonych.

Twierdzenie 23. ([3, Twierdzenie 5.19]) Istnieje algebra Boole’a 2 mocy add(N), ktéra jest o-n-
potgczona dla kazdego n i ktéra nie ma miary Scisle dodatniej. Co wiecej, A ma wtasnosé (b).

Istniejg klasyczne przyklady algebr Boole’a, ktore sg o-n-potaczone dla kazdego n i ktére nie maja
miary §cisle dodatniej, np. algebra Gaifmana, patrz [Fre04]. Istotne jest wiec, ze 2 ma wilasnos¢ (b),
bo o ile nam wiadomo nie byly znane przyklady matlych algebr, ktére sg o-2-polaczone, a na ktérych
nie mozna zdefiniowaé miary §ciSle dodatniej. Z powyzszego twierdzenia wynika tez, ze istnieje algebra
Boole’a mocy add(N) bez miary &cisle dodatniej, co jest interesujace w kontekscie pytar o najmniej-
szg moc algebry Boole’a bez miary $cisle dodatniej (rozwazanych np. w pracy [DP08]). Idea dowodu
Twierdzenia 23 jest podobna do dowodu Twierdzenia 19. Tym razem, zeby wykluczy¢ istnienie miary
Sci§le dodatniej, nalezy skonstruowaé prawie wstepujacg rodzine slaloméw, jak w twierdzeniu Fremlina-
Kunena, ktorej maksymalnos$ci nie zabije forcing algebrg miary. Taka rodzing mozna znalezé uzywajac
technik z pracy Judaha i Shelaha [JS90].

W pracy [3] rozwazaliSmy jeszcze jeden, nieco mniej znany, warunek taricuchowy. Powiemy, ze alge-
bra Boole’a 2 spetnia warunek (F), jezeli A\ {0} = U,, An, gdzie dla kazdego n z kazdego nieskon-
czonego podzbioru .4, mozna wybraé nieskonczony zbidér scentrowany. Warunek ten, ktéry wydaje sie
by¢ niezwykle bliski warunkowi o-scentrowania, zostal sformutowany przez Fremlina w [Fre04]. Fremlin
pokazal tam, ze kazda algebra Maharam spetnia (F). Todor¢evi¢ udowodnil natomiast, ze algebra Ga-
ifmana spelnia (F) ([Fre04, Stwierdzenie 6A]). Fremlin podejrzewal, ze uzupetnienie algebry Gaifmana
moze sig okazaé algebra Maharam*. Dobrinen pokazala pézniej, ze tak nie jest (patrz [Dob04]).

Twierdzenie 24. ([3, Twierdzenia 5.23 1 5.24]) Istnieje algebra Boole’a § spetniajaca (F) i bedgca o-
n-potgczona dla kazdego n, bez miary Scisle dodatniej. Niesprzecznie mozna zatozyc, ze U spetnia
réowniez wiasnosé (b).

Jak wspomnieliSmy wczesniej, algebry Boole’a bez miary §cisle dodatniej spelniajace warunek (F)
byly znane. O ile nam wiadomo, nieznane byly jednak przyklady mate. Konstrukcja algebry § jest
podobna do konstrukcji poprzednich przyktadéw. Tym razem jednak zamiast slaloméw sumowalnych,
uzyliSmy slaloméw bedacych w pewnym sensie elementami idealu asymptotycznej gestosci 0. Dowdd
faktu, ze § spelnia (F) jest do§¢ zmudny. To, ze nie ma ona miary $cisle dodatniej wynika natomiast z
twierdzenia Brendle-Yatabe, méwiacego, ze ideal zbioréw asymptotycznej gestosci 0 nie jest zniszczalny
przez dodanie liczby Solovaya. Twierdzenie 24 wzbudzilo w nas chwilowe nadzieje, ze powyzszymi meto-
dami mozna skonstruowaé nowy przyktad algebry Maharam bez miary §cisle dodatniej. Prawdopodobnie
jest to jednak niemozliwe. PokazaliSmy, ze kazda algebra Boole’a skonstruowana przez nas w dowodzie
Twierdzenia 24 dodaje liczbe Cohena (co znaczy, ze jej uzupelnienie nie jest stabo (w,w)-dystrybutywne,
a tym samym nie moze by¢ algebrg Maharam). Argument wydaje sie do$¢ ogélny i dotyczy prawdopo-
dobnie wszelkich konstrukeji uzywajacych metod podobnych do powyzszych.

1.2.8 Miary na przestrzeniach z malymi wléknami.

Przyktady oméwione w rozdziale 1.2.5 zwrécily nasza uwage na pojecie przestrzeni z liniowymi wiok-
nami. Ma ono narzucajace si¢ uogdlnienie.

Definicja 25. Niech ¢ bedzie wlasnos$cig (np. topologiczng, kombinatoryczng lub miarowg). Prze-
strzen K jest przestrzenia z widknami spelniajacymi ¢, jesl istnieje odwzorowanie ciggte f: K —
M, gdzie M jest przestrzeniq metryczng takie, ze f~[{y}] ma wlasnoéé ¢ dla kazdego y € f|K].

4Przypomnijmy, ze przyktad algebry Maharam bez miary $cisle dodatniej przyniéstby nowe rozwiazanie stawnego
problemu Maharam. Jedyny znany obecnie przyklad takiej algebry, podany przez Talagranda, jest wyjatkowo zawity.
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Badanie wlékien odwzorowan na przestrzenie metryczne moze dostarczy¢ cennych informacji o wita-
snosciach danej przestrzeni. Dotyczy to w szczegdlnosci wlasnosci (b), ktéra czesto opiera sig¢ probie
bezposredniego dowodu i ktérej zazwyczaj dowodzi si¢ wykazujac jakas silniejszg niz (b) wlasnos¢. Np.
w pracach [Bel96], [Mo099] i [Tod00] tego, ze pewne przestrzenie maja wiasnos¢ (b) dowodzi sie poprzez
wykazanie, ze majg one liniowe widkna.

Badania nad widknami przestrzeni topologicznych prowadzil m. in. Tkaczenko w pracy [Tka91],
ktory pokazal w szczegdlnosci, ze jesli K jest przestrzenia z widknami o wlasnosci (b), to K ma wtasnosé
(b). W pracy [1] byliémy zainteresowani podobnymi zagadnieniami w kontekscie wtasnosci miarowych,
takich jak (f).

ZadaliSémy np. pytanie, czy stwierdzenie analogiczne do twierdzenia Tkaczenki jest prawdziwe dla
wlasnosci (f). Przy negacji MA,, (ma) istnieje kompakt Corsona z miarg nieosrodkows i z metryzowal-
nymi wldknami (taki przykiad konstruujg np. Kunen i van Mill w dowodzie Twierdzenia 5). Poniewaz
na przestrzeniach metryzowalnych wszystkie miary sgq o$rodkowe, przykiad ten pokazuje, ze przy ne-
gacji MA,,, (ma) odpowiednik twierdzenia Tkaczenki dla (f) nie zachodzi. Pokazaliémy jednak, ze taki
przyktad nie istnieje, jesli MA,,, (ma) jest speiniony.

Twierdzenie 26. ([1, Twierdzenie 2.4]) Zatézmy MA,, (ma). Wéwczas kazda przestrzeri zwarta z
wtéknami spetniajgecymi wiasnosé () ma wlasnosé ().

W dowodzie konstruujemy miary na wiéknach w sposéb znany np. z twierdzen o dezintegracji miary
uzywajac przy tym faktu, ze MA,, (ma) jest rownowazny stwierdzeniu, ze w; jest prekalibrem algebr
miarowych.

Twierdzenie 27. ([1, Twierdzenie 3.1]) Jesli K jest przestrzeniq zwartq zerowymiarowg z rozpro-
szonymi wtoknami, to kazda miara na K jest osrodkowa (czyli K ma wtasnosé ()).

Przypomnijmy, ze przestrzen zwarta K jest rozproszona, jesli kazda miara okreslona na K jest czysto
atomowa. Tak wiec przestrzen, niesprzecznie, moze mie¢ miare nieoS§rodkowsa, jesli nawet wszystkie jej
wlokna majg wlasnos¢ (f). Jesli jednak zatozymy, ze widkna majg tylko miary czysto atomowe, to cala
przestrzen nie moze mie¢ miary nieoSrodkowe;.

Znana jest cala lista warunkéw, ktére pociagaja wiasnosé (b) (wtasnosé (b) majg m. in. przestrzenie
liniowo uporzadkowane, kompakty Rosenthala, kompakty Eberleina czy przestrzenie Stone’a algebr
minimalnie generowanych). Twierdzenie 27 i Twierdzenie 26 wzbogacaja t¢ liste. Dodajmy, ze fakt, ze
dana klasa przestrzeni ma wilasnosé () moze by¢ interesujacy z wielu powodéw. Na przyklad, jesli K
spelnia wlasnos¢ (f), to C'(K) nie jest przestrzenig Grothendiecka (czyli, méwiac skrétowo, nie jest
przestrzenig bez nietrywialnych zbieznych ciggéw miar).

W pracy [1] pokazali$émy tez, ze cho¢ istniejg przestrzenie zwarte nieosrodkowe z wiéknami mocy 2,
to nieoSrodkowych przestrzeni zwartych z miarg SciSle dodatnia, nie znajdziemy wsroéd przestrzeni ze
skoriczonymi wiéknami ([1, Twierdzenie 3.4])
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1.3 Inne wyniki osiggniete po doktoracie.
1.3.1 Narosty uzwarcen w ze $cisle dodatnia miara.

Praca [BNZ17] zawiera kontynuacje badan opisanych w rozdziale 1.2.6, ktéra prowadziliémy z Tomaszem
Zuchowskim.

Podajemy w niej trzy konstrukcje podalgebr P(w)/Fin, ktére nie sa o-scentrowane i ktére majag
SciSle dodatnig miare. Jedna z nich to konstrukcja opisana w rozdziale 1.2.6. Tym razem dowodzimy
istnienia $ci$le dodatniej miary nie uzywajac jezyka forcingu, lecz kryterium Kelleya. Kolejna z kon-
strukcji (przeprowadzona za pomocg zupelnie innych metod) ma dodatkowg ciekawg wlasnosé: jest ona
podzbiorem rodziny zbioréw posiadajacych asymptotyczng gestosc i to w taki sposdb, ze asymptotyczna
gestos¢ staje sie na niej miarg $ciSle dodatniag. W pracy pokazujemy takze, ze klasyczny przyktad Bella
podalgebry P(w)/Fin, ktora jest ccc i nie jest o-scentrowana, ma miare §cisle dodatnia.

1.3.2 Wieze i luki Hausdorffa.

Cho¢ w pracy [BNC15] nie wystepuje explicite pojecie miary, motywacja jej powstania byl problem,
ktory pojawil sie przy probie skonstruowania kontrprzykiadu dla Hipotezy (S). Problem ten brzmi: czy
istnieje taka wieza 7 (tzn. rodzina podzbioréw nieskoriczonych w dobrze uporzadkowana przez C*) diu-
gosci wy, ze zadne jej dwa elementy nie pozostajg w relacji inkluzji? (Takie wieze nazwiemy wiezami bez
inkluzji). Ostatecznie okazalo sie, ze rozwigzanie tego problemu nie przydatlo si¢ w konstrukcjach prze-
strzeni zwartych z miarami. Doprowadzito jednak do rozwigzania pewnego znanego otwartego problemu
dotyczacego luk w P(w)/Fin. Badania te prowadziliémy z Davidem Chodounskym.

Wieze T, ktéra nie ma nieprzeliczalnych C-antylaricuchéw (tzn. takich rodzin A C T, ze zadne dwa
elementy A nie sg C-poréwnywalne) nazwaliSmy wiezg Suslina. Tak wiec wieze, ktore nie sg Suslina,
majg nieprzeliczalng pod-wieze bez inkluzji.

Okazalo sie, ze wiezeg, ktéra nie jest Suslina, najprosciej uzyskaé¢ biorac ,,polowe” (wq,ws)-luki spel-
niajacej warunek Hausdorffa. Przypomnijmy, ze (Lq, Ra)a<w, Razywamy (wq,ws)-luka, jesli L, C* Lg
i Ry, C* Rg dla kazdego a < 8 < w1, Lo, N R, = 0 oraz nie istnieje taki zbiér L C w, ze L, C* L i
LN R, =* () dla kazdego a < w;. Warunek Hausdorffa jest pewnym technicznym warunkiem, ktérego
Hausdorff uzy! w dowodzie, ze (wi,ws)-luki istnieja w ZFC. Wieze, spelniajace warunek analogiczny
do warunku Hausdorffa dla luk, nazwali§my wiezami Hausdorffa. Wieze Hausdorfla (a zatem réwniez
wieze bez inkluzji) istniejg wigc w ZFC. Udowodnili$my tez m. in. nastepujace twierdzenia:

¢ ([BNC15, Wniosek 19]) przy zalozeniu MA,,, wszystkie wieze dlugosci wy sa wiezami Hausdorffa,

([BNC15, Stwierdzenie 16]) przy zatozeniu OCA (Open Coloring Aziom) nie istnieje wieza Su-
slina,

¢ ([BNC15, Stwierdzenie 12]) jesli wieza generuje ten sam ideat, co wieza Hausdorffa, to jest wiezg
Hausdorffa,

e ([BNC15, Twierdzenie 21])) przy zalozeniu MA,, kazda wieze dlugosci wy mozna zmodyfikowac,
do kazdego jej elementu dodajac lub odejmujac co najwyzej jeden punkt, by otrzymac w rezultacie
wieze bez inkluzji,

¢ ([BNC15, Twierdzenie 23]) przy zatozeniu PID (P-ideal dichotomy) kazda wieza dlugosci w; jest
Hausdorffa wtedy i tylko wtedy, gdy b > w; (niezaleznie, podobny wynik zostal otrzymany przez
Raghavana i Todoréevi¢a w pracy [RT14]).

W pracy zajeliSmy si¢ takze analiza struktury wiez za pomocy porzadkéw Tukeya (w duchu podob-
nego projektu dotyczacego ultrafiltréw, patrz [D'T'11]). Okazalo sie, ze wieze Hausdorffa mozna scharak-
teryzowaé jako te wieze diugosci wq, ktore sa maksymalne w sensie Tukeya ([BNC15, Twierdzenie 54]).
Wynik ten wydaje sie wskazywaé, ze wyizolowanie pojecia wiez Hausdorffa byto trafnym posunieciem.
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Rozwazania dotyczace wiez okazaly si¢ mie¢ zastosowania w badaniu luk. W pracy [Sch93] Scheepers
postawil nastepujace problemy: ,czy kazda luka specjalna jest rownowazna luce Hausdorffa?” oraz ,czy
kazda luka specjalna jest lewo-orientowalna?”’ (Luka jest specjalna, jesli jest niezniszczalna przez forcing
spelniajacy warunek ccc; lewo-orientowalnosé jest natomiast bardziej techniczng wiasnoscia.) Hirschorn
w pracy [Hir08], ktéra nigdy nie zostala ostatecznie opublikowana, podal przyklad luki, ktéra jest
specjalna, ale nie jest rownowazna luce lewo-orientowalnej. My - stosujac zupelnie inne metody - po-
daliSmy pare niesprzecznych przyktadéw luk specjalnych, ktére nie sg rownowazne luce Hausdorffa. M.
in. skonstruowali$my (metodami forcingowymi) luke, ktéra jest specjalna, ale nie jest réwnowazna luce
lewo-orientowalnej, natomiast po zamianie ,potéwek” miejscami staje sie lukg lewo-orientowalna, ktéra
nie jest réwnowazna luce Hausdorffa ([BNC15, Twierdzenie 41]).

Jeden z probleméw postawionych w pracy zostal potem rozwiazany przez Lopeza i Todorceviéa w
pracy [LT17].

1.3.3 Domkniecie ciagowe w przestrzeniach miar.

W swoich badaniach zajmowali§my sie nie tylko zagadnieniem istnienia miar o okreslonych wtasnosciach
na przestrzeniach zwartych, ale takze wlasno§ciami przestrzeni miar (zagadnienia te sg zreszta $cisle ze
sobg zwiazane). Przypomnijmy, ze kazda przestrzeni zwarta X zanurza si¢ homeomorficznie w P(X),
czyli w przestrzeni miar probabilistyczych na X z topologia *-staba (zanurzenie to jest dane wzorem:
x > 0y, gdzie J, jest deltg Diraca punktu z).

Niech K bedzie przestrzenia zwarta. Najprostszymi elementami P(K) sg miary o skoiiczonych no-
$nikach, a wigc kombinacje wypukte delt Diraca (rodzing te nazwiemy So(K)). Nieco bardziej skompli-
kowane sg granice ciggéw miar o skonczonych nosnikach (S57(K)). W ten sposéb mozna skonstruowac
wstepujacy ciag (So(K))a<w, podzbioréw P(K). Zauwazmy, ze S,, (K) = S(K) jest ciagowym do-
mknieciem rodziny miar o skoriczonych nosnikach.

Dla wielu przestrzeni K mamy S;(K) = P(K) (dzieje si¢ tak wtedy, gdy K ma tzw. ciag réw-
nomiernie rozlozony). W rozwazaniach zawartych w pracy [BNP10] w naturalny sposéb pojawily sie
przestrzenie S, (K) dla « > 1. Powstalo wiec pytanie: czy istnieje taka przestrzen K, ze S1(K) ¢ S(K)
czy tez ciggowe domkniecie zbioru miar o skoriczonych nosnikach musi zostac osiggniete juz w pierwszym
kroku powyzszej konstrukcji, a wiec S, (K) = S1(K) dla kazdej przestrzeni K i o < wy.

W pracy [BNS12] wspoélnie z Omarem Selimem pokazali§my, ze dla kazdego 8 < wy istnieje przestrzen
zwarta K, dla ktorej ciag (So(K))a<p jest scisle wstepujacy, natomiast Sg(K) = S(K). Chociaz sama
konstrukcja takich przestrzeni nie jest zawita, uzasadnienie, ze majg one zagdane wlasnosci okazalo sie
by¢ do§¢ wymagajace technicznie.

Powyzszy problem rozwazany by! takze w pracy [APR13], w ktoérej autorzy podali inny przyklad
takiej przestrzeni K, ze S1(K) # So(K). Przyklad ten ma wlasnosé, ktérej nie majg przestrzenie skon-
struowane w naszej pracy: So(K) = P(K). Z drugiej strony wymaga on zatozenia Hipotezy Continuum.

1.3.4 Wspodlczynniki kardynalne zwigzane z porzadkami na ideatach.

Motywacja dla badan zawartych w pracy [BNF12] réwniez byly wtasnosci przestrzeni miar. Wspdlnie
z Barnabasem Farkasem zajeliSmy sie w niej mianowicie wypuktq wersja wtasnosci Frécheta-Urysohna.
Powiemy, ze (catkowicie regularna) przestrzeri X spelnia wypukly warunek Frécheta- Urysohna, jezeli
dla kazdego A C X i dla kazdego = € A istnieje ciag miar z domkniecia wypuklego zbioru A *-stabo
zbiezny do §,. Wlasnos¢ ta pojawila si¢ w naturalny sposéb (cho¢ nie explicite) w pracy [BNP10] w
rozwazaniach, czy istnieje przestrzen Banacha, ktéra jest przestrzeniag Mazura, ale nie spelnia warunku
Gelfanda-Phillipsa.

Przypomnijmy, ze najmniejszym cigzarem przeliczalnej przestrzeni (catkowicie regularnej), ktéra nie
jest Frécheta-Urysohna jest p (pseudo-intersection number). Analogiczny wspoéiczynnik mozna zdefi-
niowa¢ dla wypuklego warunku Frécheta-Urysohna (wypukta wersje wspdlczynnika p - peony). Okazuje
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sie, ze wspblczynnik ten mozna scharakteryzowac nastepujaco:
Peonv = min{|F|: F £x Z},

gdzie Z jest idealem asymptotycznej gestosci zero, a <y jest porzadkiem Katetova na ideatach podzbio-
réw w ([BNF12, Twierdzenia 3.2 i 3.6]). Fakt ten zainspirowal nas z kolei do rozwazania nastepujacych
wspodlczynnikdéw zwigzanych z ideatami podzbioréw w:

pz = min{|F|: F £k I}.

W tym sensie Peony = pz. Poniewaz pri, = p wspdlczynniki te sg uogdlnieniem (idealizacjg) wspdl-
czynnika p.

W pracy [BNF12] pokazaliSmy m. in., ze w standardowym modelu Cohena istnieje ideat Z, dla
ktorego p < pz ([BNF12, Twierdzenie 4.3]). Z drugiej strony mozna pokazac¢, ze niesprzecznie pr = w;
dla wszystkich ideatéw 7 na w przy czym c jest dowolnie duze ([BNF12, Twierdzenie 4.5]).

W pracy [BNF12] wskazujemy, jak mozna rozwija¢ te tematyke - np. rozwazajac inne porzadki
niz porzadek Katetova na ideatach lub modyfikacje wspoélczynnikéw innych niz p. Pokazujemy np.,
ze analogiczna wersja wspolczynnika a (almost disjointness number) jest dobrze zdefiniowana dla
analitycznych P-idealéw przy zalozeniu aksjomatu Martina dla porzadkéw o-scentrowanych ([BNF12,
Twierdzenie 5.3]). RozwazaliSmy takze pytanie, czy niesprzecznie istnieje analityczny P-ideal Z, dla
ktorego p < pz. Wydaje sie, ze problem ten wzbudzil zainteresowanie matematykéw zajmujacych sie
idealami podzbioréw w (np. z inicjatywy Michaela HruSaka byl on przedmiotem badati jednej z grup
roboczych na 3rd Young Set Theory Workshop w Raach). Pozostaje on nadal otwarty.

1.3.5 Sumowalno$é¢ idealdéw w przestrzeniach Banacha i w grupach polskich.

Przypomnijmy, ze ideat 7 podzbioréw w jest sumowalny, jedli istnieje taka funkcja f: w — RT, zZe

AeT < > f(n)<oo.

neA

W pracy [BNFP15] wraz z Barnabasem Farkasem i Grzegorzem Plebankiem rozwazaliSémy pewne natu-
ralne uogdlnienie tej definicji. Niech X bedzie wyposazony w strukture algebraiczng i topologiczng (tak,
aby pojecie zbieznosci szeregbw w X mialo sens). Powiemy, ze ideal 7 podzbioréw w jest sumowalny
w X, jezeli istnieje taka funkcja f: w — X, ze

A€l < szereg Z f(n) jest bezwarunkowo zbiezny.
neA

Okazalo sie, ze w jezyku sumowalno$ci da sie w bardzo naturalny sposéb scharakteryzowaé pod-
stawowe wtasnosci idealéw na w. W pracy [BNFP15] udowodniliémy m. in. co nastepuje (dla idealéw
podzbioréw w):

e kazdy ideal jest sumowalny w pewnej grupie abelowej,

e ideal jest analitycznym P-idealem wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumowalny w jakiej§ grupie
polskiej,

e ideal jest niepatologicznym analitycznym P-idealem wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumowalny w
jakiejs przestrzeni Banacha.

Zajmowaliémy sie¢ réwniez sumowalnoscig ideatéw w konkretnych przestrzeniach Banacha. Wazna
byta tu przede wszystkim przestrzen cy, okazalo si¢ bowiem, ze znajomo$§¢ funkcji S§wiadczacych o
sumowalnosci ideatéw w ¢y ulatwia analize wiasnosci tych idealtéw (pozwalajac zobaczy¢ te idealy w
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bardziej namacalny sposéb). Interesujace jest tez pytanie, ktore idealy sg sumowalne w cy. Pokazalismy,
ze ideal tr(N) (trace of null) nie jest sumowalny w ¢y ([BNFP15, Wniosek 5.6]) oraz ze geste ideaty
typu F,, ktore nie sa sumowalne, nie sg tez sumowalne w ¢o ([BNFP15, Twierdzenie 5.7]), co moze
oznaczal, ze nietrywialne idealy sumowalne w ¢ sg raczej zwigzane z ideatami gestosci.

StudiowaliSmy réwniez zagadnienie sumowalnos$ci ideatéw w ¢;. Nasza wstepna hipoteza, ze sg to po
prostu idealy sumowalne, okazala si¢ nieprawdziwa. Uzywajac metod analizy funkcjonalnej skonstru-
owaliSmy ideal (nazwany przez nas ideatem Rademachera), ktéry jest sumowalny w ¢;, lecz nie jest
sumowalny ([BNFP15, Twierdzenie 6.1]). O ile nam wiadomo, jest to nowy przyklad idealu typu F,.

Wiyniki te wskazuja, ze dzieki pojeciu uogdlnionej sumowalnosci ideatéw teoria przestrzeni Banacha
moze poméc w glebszym zrozumieniu struktury idealéw na w i w znalezieniu nowych, interesujacych
przyktadéw takich ideatow.

1.3.6 Idealy Mokobodzkiego i kofinalno$é o-idealéw na produktach przestrzeniach pol-
skich.

Ideatem Mokobodzkiego nazywamy o-ideal podzbioréw plaszczyzny R? generowany przez zbiory bore-
lowskie, ktorych wszystkie cigcia pionowe sg miary Lebesgue’a zero. Idealty te byly rozwazane m. in.
przez Cichonia i Pawlikowskiego w pracy [CP86]. Dowiedziono tam m. in., ze addytywno$¢ tego ideatu
wynosi w; oraz, ze ideal ten nie ma bazy sktadajacej sie ze zbioréw borelowskich o ograniczonej ztozo-
nosci borelowskiej (w przeciwienistwie np. do idealu zbioréw miary zero, ktéry ma baze zbioréw typu
Gs). Ta ostatnia wlasno$¢ nazwiemy wiasnoscig ztozonej bazy. Byly to wyniki do$¢ nieoczekiwane,
Swiadczace o tym, ze struktura idealéw Mokobodzkiego jest daleka od struktury idealu zbioréw miary
Lebesgue’a zero.

W pracy [BNG11] wraz z Szymonem Glabem udowodnili$my twierdzenie ([BNG11, Twierdzenie
3.3]), z ktoérego wynika, ze podobne wlasnosci ma wiele innych o-ideatéw (nazwanych przez nas uwogdl-
nionyms ideatamt Mokobodzkiego) na plaszczyznie czy, ogdlniej, produktach przestrzeni polskich, np.
o-ideal podzbioréw plaszczyzny, ktoére sa miary Lebesgue’a zero (lub pierwszej kategorii Baire'a) we
wszystkich kierunkach lub na wykresach wszystkich wielomianéw. PokazaliSmy tez, ze jeSli Z jest
uogdélnionym ideatem Mokobodzkiego, to spelnia w istocie nieco silniejszg wlasnos¢ niz wtasnosé ztozo-
nej bazy, a mianowicie dla kazdego 3 < o < w; rodzina Z N %2 1o nie zawiera si¢ w ideale generowanym
przez ZN 0.

Oczywisty fakt moéwiacy, ze wlasnosé ztozonej bazy pociaga za soba to, ze addytywnos¢ ideatu jest
réwna wi, zainspirowal nas do zdefiniowania wspoélczynnika cofin dla idealu (w duchu wspoéliczynnika,
ktory rozwaza sie np. w kontekscie przestrzeni Banacha czy algebr Boole’a):

cofin(Z) = min{x: 7 = U Zo,Yao I, jest o —idealem i Va < B <k Io, C I3 C I}
a<k

oraz zadania pytania, czy add(Z) = cofin(Z) dla o-idealéw nie zawierajacych singletonéw. Problem
ten rozwiazali Rostanowski i Shelah w [RS14] podajac przykiad o-ideatu J z baza typu F, oraz dos¢
skomplikowanego porzadku, ktéry forsuje, ze cofin(J) = wy < add(J) = we ([RS14, Twierdzenie 3.12]).
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