Autoreferat albo oméwienie prac stanowiacych rozprawe habilitacyjna

Swiatosawa Romana Gala
Prace stanowiace rozprawe habilitacyjng wyrézniono w spisie literatury, znajdujacym si¢ na koicu, literg 1.

Gtéwnym obiektem badan rozprawy habilitacyjnej s3 grupy hamiltonowskich dyfeomorfizméw a takze
inne podobne podgrupy grup homeomorfizméw, np. grupy homeomorfizméw rozmaitosci zachowujacych
dodatkowaq strukture, na przyktad wyrézniong klase pierwszych kohomologii.

Jeden z kierunkéw badan ([n1, H6]) dotyczy konstrukgji klas kohomologii (klas charakterystycznych) i bada-
nia ich wiasnosci. Drugi ([H2, H5, H4]), dotyczy badania wlasnosci skonczenie generowanych podgrup w
takich grupach. W tej czesci kocykle na grupach uzyte sa w celu wskazania, Ze pewne abstrakcyjnie zdefi-
niowane skoriczenie generowalne grupy nie moga pojawic sig jako podgrupy.

Pokazujemy réwniez inne zastosowania studiowanych kocykli.

Twierdzenie Polterowicza, ktdrego alternatywne dowody podajemy w [H2] oraz [15] wiaze wtasnosci dzi-
alania (hamiltonowsko$¢) z wewnetrznymi metrycznymi wtasnosciami grupy (niezdystorsowanie wzglg-
dem metryki stéw). Zadna metryka na grupie hamiltonowskich dyfeomorfizméw nie jest rozwazana.
Jednako, grupy przeksztatcen takie jak grupy hamltonowskich dyfeomorfizméw niosg naturalne metryki
(np. metryke Hofera czy metryki fragmentacyjne). Prowadzi to do naturalnego pytania o metryczne wias-
nosci skoriczenie generowalnych podgrup, to znaczy poréwnania metryki stow do obejmujacej metryki.
Czesto (jak w przypadku wyzej wymienionych metryk) metryki naturalnie zdefiniowane na grupach przek-
sztalcen sa niezmiennicze zaréwno na lewe jak i prawe przesuniecia. Tej wlasnosci nie maja metryki stow
(chyba, ze grupa jest wirtualnie abelowa). Nalezy zatem rozwaza¢ grupy skoriczenie normalnie generowalne
i metryki stéw zadane przez wszystkie sprzezenia tych generatoréw. Takie podejscie jest zawarte w pacy
[13).

PoODSTAWOWE POJECIA

Bedziemy zaklada¢, ze X oznacza zwarta zamknieta rozmaitosc.

Niech (X, o) bedzie rozmaitoscig symplektyczna, to znaczy gtadka rozmaitosciag X wyposazong w niezde-
generowana zamknieta dwu-forme o. Przez Symp(X, o) bedziemy oznacza¢ grupe dyfeomorfizmow za-
chowujacych forme o.

X — R (oznaczana (t,x) — Hi(x)) i taka rodzina dyfeomorfizméw {1 }o<i<i, Ze ¢, jest identycznoscia,
¢, = ¢ orazif ¢y = ¢ X¢ 1 0(Xy, ) = dH;. Zalezna od czasu funkcja H na X nazywa si¢ hamiltonianem.

Pole wektorowe X; zadaje hamiltonian z doktadnoscia do statej. Grupe hamiltonowskich dyfeomorfizméw
mozemy traktowac jak nieskonczenie wymiarowa grupe Liego z algebra Liego utozsamiong z C*°(X)/R.

SYMPLEKTYCZNE KONFIGURACJE ([H1])

Zalézmy, ze o jest catkowita (tzn. ze catka z o po dowolnym dwu-cyklu jest liczba catkowita). Zat6zmy
ponadto, dla prostoty, ze grupa H, (X, Z) nie posiada torsji.

Niech (X,0) — E — B bedzie symplektycznym rozwtdknieniem (tzn. rozwtdknieniem z grupa struktu-
ralng Symp(X, 0). Zatézmy, ze istnieje odwzorowanie f: E — (W, w), gdzie przeciwdziedzina jest réwniez
symplektyczng rozmaitoscig oraz f ograniczone do dowolnego widkna jest symplektyczne (tzn. cofa w do
o). Takie rozwidknienie nazwiemy konfiguracjq symplektyczng (poniewaz B parametryzuje kopie (X,0) w
(W, w)).

Rozwazmy przestrzen Symp(X, W) symplektycznych wtozen f: (X, 6) — (W, w). Grupa symplektycznych
dyfeomorfizméw zrodla dziala wolno na tej przestrzeni a iloraz oznaczamy by.

Koneksje (przesunigcia réwnolegle) na wiazkach symplektycznych z wiéknem (X, o) s3 we wzajemnej od-
powiedniosci z wertykalnie zamknigtymi rozszerzeniami Q formy o. Wsréd nich szczegdlna rolg speiniaja
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zamkniete rozszerzenia. Zostaly one wprowadzone pod nazwa formy sprzegajacej w pracy [4). Calld po
widknie z poteg formy sprzegajacej zadaja ciag klas charakterystycznych [8]. Przyktady rozwidknien do-
puszczajacych forme sprzegajaca stanowia rozwidknienia z grupa strukturalng zawartg w grupie hamilto-
nowskich dyfeomorfizmow.

Nasz pierwszy wynik jest bezposrednia analogia twierdzenia Narasimhana i Ramanana, ktore mowi, ze
kazda wigzka wektorowa z afiniczng koneksja dopuszcza takie odwzorowanie z bazy w grassmanian, ze
rozpatrywana wiazka wraz z koneksjq jest cofnigciem kanonicznej wiazki nad grassmanianem wraz z jej na-
turalna koneksja.

Dowodzimy, ze dla kazdej zamknietej formy koneksji Q (o catkowitych periodach mozna znalez¢ odwzo-
rowania f: (E, Q) — (CP*, wgs) (zn. f*wps = Q), gdzie wrs jest forma syplektyczng Fubiniego-Studiego
(zn. unitarnie niezmiennicza forma), innymi stowy istnieje na E struktura symplektycznych konfiguradji.
W szczegdlnosci rozwidknienie symplektyczne jest konfiguracjg wtedy i tylko wtedy gdy dopuszcza ono
zamknieta forme koneksiji.
Bedziemy pisa¢ b Ham(X, o) zamiast Bopeo (CP®™ jest ,uniwersalng” obejmujaca przestrzenia dla konfi-
guracji). Mozemy przeformutowaé definicje konfiguracji w nastepujacy sposdb. Rozwldknienie symplek-
tyczne E jest konfiguracja wtedy i tylko gdy odwzorowanie klasyfikujace B — B Symp(X, o) tak faktoryzuje
si¢ przez B — bHam(X, 0), ze E jest cofnigciem kanonicznej konfiguracji nad b Ham(X, o)
Drugi wynik odpowiada na pytanie zadane przez McDuff w [9], pracy, ktéra byla pisana réwnolegle z
nasza. Pytania postawione przez McDuff w prywatnej wymianie korespondencji elektronicznej stanowily
duza inspiracje dla naszych badan. W szczegdlnosci pytata ona o istnienie takiej maksymalnej podgrupy
Ham®(X, o), ze, w naszej terminologii, kazde rozwldknienie z grupa strukturalng Ham®*(X, o) jest konfigu-
raga.
Zamknieta forma koneksji na uniwersalnej symplektycznej konfiguracji nad b Ham(X, o) definiuje uniwer-
salng grupe holonomii D < Symp(X, o). Dowiedli$my, ze D jest grupa Ham*(X, ), o ktéra pytata McDuff.
Udowodniliémy ponadto, ze
e BHam(X, o) jest przestrzenia klasyfikujaca dla kanonicznego rozszerzenia G grupy Symp(X, o) przez

grupe cechowania Map(X, U(1)),
¢ nastepujace stwierdzenia sa rownowazne

o rozwldknienie symplektyczne dopuszcza zamknieta forme koneksji.

o grupa strukturalna podnosi si¢ do G,

o grupa strukturalna redukuje si¢ do D.

KLASY CHARAKTERYSTYCZNE REZNIKOWA ([H6])

W [12] Reznkow definiuje klasy charakterystyczne grupy hamiltonowskich dyfeomorfizméw zamknigtej
symplektycznej rozmaitosci (X, o) w nizej opisany sposéb. Algebraiczna niezaleznosc tych klas pozostaje
otwartym pytaniem. Najbardziej ogdlny znany wynik jest zawarty w pracy [u6]. Uogélnia on przypadek
X = CP" z formg Fubiniego-Studiego (wynik Reznikova) do orbit kodotgczonych.

Jak wyjasnilismy, algebra Liego rozwazanej grupy moze by¢ utozsamiona z hamiltonianami, ktére mozemy
znormalizowa¢ do $redniej zero. W takiej sytuacji, na mocy zasady Cherna-Weila, niezmiennicze wielo-
miany na algebrze Liego zadaja elementy w kohomologiach grupowych (tzn. klay charakterystyczne).
Reznikow zauwaza, ze wyzsze momenty hamltoniandw sg takimi niezmienniczymi wielomianami. Sto-
warzyszone klasy charakterystyczne oznaczymy przez .

Réwnowazna definicja moze by¢ podana przy pomocy formy sprzegajacej. Uniwersalne rozwidknienie
X — E — B Ham(X, 0) dopuszcza forme sprzeajaca Q. Wtedy ("% = [mQ"*¥], gdzie 2n = dim X oraz
7 oznacza catkowanie po widknie.

Reznikow dowodzi, ze dla X = CP" klasy p, € H2(BHam(CP",w)) (gdzie w jest forma Fubiniego-
Studiego, oraz 2 < k < n) sg algebraicznie niezalezne w ten sposdb, ze pokazuje on, ze ich obrazy wzgledem
odwzorowania H*(B Ham(CP", w)) — H*(B U(n + 1)) sa (multyplikatywnymi) generatorami (wiadomo, ze
ta ostatnia algebra jest algebra wielomiandw). Pisze on ponadto, ze prawdopodobnie to samo jest prawda
dla dowolnej prostej zwartej grupy Liego oraz jej kodotaczonej orbity.
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W [u6] pokazujemy, ze przypuszczenie to jest generycznie prawdziwe, tzn. dla kazdej prostej grupy Liego
G (w przypadku G = SO(4k) formulowanie wymaga pewnego uscislenia) zbiér U C gV tych kowektordw
& € gV, zeklasy Reznikowa dla X bedacego kodotaczona orbita G¢ wraz z forma Kirytowa-Kostanta-Souriau
o orowuja si¢ na generatory H*(B G) stanowi otwarty niepusty zbiér Zariskiego. W szczegolnoscidla ¢ € U
odwzorowanie H*(B Ham(G.£, w)) — H*(B G) jest suriekgja.

Pokazujemy ponadto, ze jesli H4+2(G) # o (zal6zmy, ze k jest najmniejszq taka liczba catkowita) to istnieje
pewna kodofaczona orbita o tej wlasnosci, Ze p,4, jest odwzorowywane na zero w H4+2(G). Innymi
stowy, zazwyczaj U jest wlasciwym podzbiorem g".

Dowdd skiada sie z dwu czesci. Najpierw zauwazamy, ze obrazy py w H2*(B G) zaleza wielomianowo
od kowektora zadajacego badang orbite kodolaczona. Z samej tej obserwacja wnioskujemy, Ze oryginalny
rezultat Reznikowa dla przestrzeni rzutowych dowodzi algebraicznej niezaleznosci dla rozmaitoéci flag z
generyczng (wsréd unitarnie niezmienniczych) forma symplektyczna. Dowodzi tez, Ze przypuszczenie
Reznikowa nie jest prawdziwe dla wszystkich orbit kodotaczonych (skoro kazdy wielomian nieparzystego
stopnia ma rzeczywisty pierwiastek). Te obserwacje poczynitem jeszcze w 2005 r.

W 2006 1. Jarek Kedra znalazt alternatywny argument dla generycznej formy na rozmaitosci flag dla grupy
unitarnej (niezalezny od rachunku Reznikowa). W 2010 to podejscie zostalo awansowane do wszystkich
prostych zwartych grup Liego przez Jarka Kedre i Aleksa Tralle.

WokOL DOWODU TWIERDZENIA PoOLTEROWICZA ([H2, H5, H4])

Mdwimy, ze X jest symplekycznie asferyczna jezeli cofnigcie formy symplektycznej do nakrycia uniwer-
salnego X jest forma doktadna. Symbolem o bedziemy oznacza¢ zaréwn forme na X jak i cofniecie do X.
Moéwimy, ze syplektycznie asferyczna rozmaitos¢ jest symplektycznie hiperboliczna jesli istnieje pier-
wotna dla o na X ktéra jest ograniczonym cigciem wiazki kostycznej do X wzgledem pewnej (stad dowolnej)
metryki cofnigtej z X.

Klasa symplektycznie hiperbilicznych rozmaitosci zawiera lokalnie symetryczne przestrzenie hermitows-
kiego typu (w szczegdlnosci powierzchnie genusu przynajmniej dwa) i jest zamknigta na produkty kartez-
janskie.

Moéwimy, ze punkt staty x dyfeomorfizm hamiltonowskiego ¢ jest sciagalny jesli t — d¢(x) jest Sciagalna
petla dla pewnej (stad dowolnej) izotopii {$1} z o = id, ;1 = .

Niech T" bedzie skonczenie generowalng grupa. Niech || - || oznacza meryke stow. Dla elementu g € T
definiujemy stabilng dlugos¢ g jako

Jezeli stabilna dugosc g jest niezerowa to méwimy, Ze g jest niezdystorsowane.
W [n2] oraz [u5] podajemy alternatywne dowody nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Polterowicz 2001 [11]). Niech (X, o) bedzie zamknietq symplektycznie hiperoliczng rozmaitoscig.
JeSliT jest grupg generowanq przez skoticzenie wiele hamoltonowskich dyfeomorfizmow (X, o) to dowolny nietrywialny
element T jest niezdystorsowany (w T).

Zaréwno oryginalny dowdd Polterowicza jak i nasz opieraja sig na trudnym analitycznym fakcie udowod-
nionym przez Macieja Schwarza.

Twierdzenie (Schwarz 2000 [13]). Niech (X, o) bedzie zamknigta symplektycznie asferyczng rozmaitoscig. Wtedy
dla kazdego nietrywialnego hamiltonowskiego dyfeomorfizmu ¢ istniejq takie dwa Sciggalne punkty state x oraz y, ze
catka z formy symplektycznej po dysku ograniczonym przez y oraz $(y), gdzie v jest krzywa tqczacq x oraz y, nie
znika.

Polterowicz, w swoim oryginalnym dowodzie ([11]) uzywa powyzszego rezultatu do studiowania pewnego
floerowskiego funkcjonatu na przestrzeni petli w X. W naszym podejsciu ([n2]) badamy odwzorowanie na
grupie hamiltonowskich dyfeomorfizméw

K: Ham()z, o) — C()~()/R.
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zdefiniowane nastepujaco. Niech a bedzie pierwotna cofnigcia 0. Wtedy K(¢) jest zdefiniowana jako pier-
wotna formy x o ¢ — «. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze jest to jedno-kocykl, tzn.

K(ow) = K(d) o b + K().

Kocykl ten, dla X bedacego dwu-dyskiem, pojawia si¢ juz w pracach Gambaudo i Ghysa [3] oraz Arnolda i
Chesina [1].

Zauwazmy, ze istnieje wyrdznione podniesienie grupy hamiltonowskich dyfeomorfizméw X do grupy
dyfeomorfizmoéw X. W rzeczywistosci, rezultat Lalonde’a méwi, ze konec hamiltonowskiej izotopii nie za-
lezy od wyboru izotopii. W szczegdlnosci mozemy ograniczy¢ K od odwzorowania K: Ham(X, 0) — C (X)/R
Dowodzimy, ze jesli (X, o) jest symplektycznie hiperboliczna (zatozenie to czyni réwniez Polterowicz), to
obraz K skfada si¢ z ograniczonych funkgji, tzn. lezy w unormowanej przestrzeni liniowej (norma to roznica
migdzy najwieksza i najmniejsza wartoscig). Pozwala to za zastosowanie kluczowego lematu naszej pracy.

Lemat. Niech I" bedzie skoriczenie generowalng grupq. Niech K:T — V bedzie kocyklem o wartosciach w unor-
mowanym T-module. Lech g bedzie elementem T oraz niech P:V — R bedzie g-niezmienniczym (ograniczonym)
liniowym funkcjonatem. Jesli P(K(g)) # o to g jest niezdystorsowany wzgledem metryki stow na T.

Funkcjonat, ktérego uzywamy to f — f(y) — f(x), gdzie x oraz y to punkty state g, ktorych istnienie gwaran-
tuje twierdzenie Schwartza.

Interesujgcym faktem jest, ze podobny kocykl pojawia sie w pracy Krzysztofa Novaka dotyczacej zupeinie
innej grupy. Ciekawe jest to, ze obie prace, catkowicie niezaleznie zostaty wystane do druku, w odstepie
miesigca, na jesieni 2008 r.

Twierdzenie (Novak 2009 [10]). Niech ' bedzie grupg generowanq przez skoriczenie wiele przekladan odcinka.
Wredy kazdy element niekoriczonego rzedu w T jest niezdystorsowany.

W kolejnej pracy [15] zadajemy pytanie czy kocykl zdefiniowany poprzednio moze mie¢ wartosci w funk-
gjach a nie funkcjach modulo state. Prowadzi to do rozpatrzenia krétkiego ciagu dokladnego

0o—R— coZ) — C()Z)/R—» o

oraz zwigzanego z nim przez konstrukcje Bocksteina dwukocyklu

hx
o= [ wog-a,
xX

gdzie o jest pierwotna cofniecia o do X.

Kocykl ten zdefiniowany jest na grupie dyfeomorfizméw X zachowujacych cofnigcie 0. Grupa ta zawiera
zaréwno Ham(X, ¢), jak uzasadniono powyzej, oraz grupg podstawowa 7, (X).

W momencie pisania pracy nie byliémy $wiadomi istnienia publikagji Ismagilova, Losika oraz Michora [6],
ktdrzy zdefiniowali ten kocykl i studiowali jego zalezno$¢ od wyboréw (puntu bazowego x oraz pierwot-
nej ). Zauwazyli tez oni, ze w przypadku lokalnie symetrycznych rozmaitoéci hermitowskiego typu ko-
cykl ten jest kohomologiczny z kocyklem Guichardeta-Wignera, w szczego6lnosci jego klasa kohomologii
jest nietrywialna. Dowodzimy, ze fakt ten jest prawdziwy dla dowolnej symplektycznie asferycznej roz-
maitosci (nie jest to restryktywne zalozenie, poniewaz symplektyczna asferycznosc jest wymagana przez
definicj¢ kocyklu). Ponadto pokazujemy, ze [&]odwzorowuje sie na [¢] przez odwzorowanie indukowane
przez odwzorowanie klasyfikujace X — Bmy(X) — B Ham(X, 0). W szczegdlnosci, obciecie kocyklu do
7, (X) reprezentuje nietrywialne odwzorowanie. Podajemy tez przyktady podgrup grupy symplektycznych
dyfeomorfizmdéw X na ktorych kocykl zadaje trywialng klase. Ham(X, o) jest jedng z nich, tym samym ory-
ginalny kocykl K mozna zdefiniowac jako odwzorowanie K: Ham(X, ¢) — co?).

W [n4] rozszerzamy definicje X oraz & do przypadku dzialania grupy na rozmaitosci M zachowujacego
wybrang klasg w pierwszych kohomologiach. Motywujacym przyktadem jest kocykl Eulera na grupie
homeomorfizmdéw okregu zachowujacych orientacje.
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Uogdlniamy pojecie (homologicznej) nielsenowskiej rownowaznosci punktéw statych homeomorfizmu do
niezmienniczych miar. Dowodzimy, ze odwzorowanie, ktére dopuszcza nieréwnowazne niezmiennicze
miary jest niezdystorsowane (w dowolnej skonczenie generowalnej grupie homomorfizméw jak wyzej,
ktdéra go zawiera).

Przyktadem odwzorowania speliajacego powyzsze zatozenie jest homeomorfizm pierscienia, ktory dziata
na brzegowych okregach z réznymi rotacjami. Niezmiennicze miary niesione przez te okregi sa nieréwno-
wazne.

DWUNIEZMIENNICZE METRYKI NA GRUPACH ([H3])

Moéwimy, ze grupa I jest skoficzenie normalnie generowalna jesli istnieje taki skoriczony pdzbiér S C T, ze
I'jest generowana przez S := {gsg~'|g € T, s € S}. Latwo zauwazy¢, ze kazda dwuniezmiennicza metryka
jest lipschitzowska wzgledem metryki stéw zadanej przez S. Wobec tego pewne pytania, np. o istnienie
nieograniczonej dwuniezmienniczej metryki na danej grupie, lub czy element moze by¢ niezdystorsowany
w pewnej dwuniezmienniczej metryce, sa pytaniami o te szczegoing klase metryk.

W [13] badami ogdlne wlasnosci dwuniezmienniczych metryk, wiazemy je z kwazimorfizmami czy diu-
goscia komutatorowa. Dowodzimy, Ze jesli r jest centralnym rozszerzeniem dowolnej grupy I' przez gupe
liczb catkowitych zadang przez ograniczong klase w H*(I', Z) to r jest nieograniczona (niesie nieogranczona
dwuniezmienniczg metryke).

Dowodzimy rdéwniez, ze kraty w grupach Chevalleya wyzszej rangi sa ogranczone. Uogolnia to znany
przypadek I' = Sl(n,Z) dla n > 3. Niestety wynik ten nie jest zadawalajacy. Grupy Chevalleya stanowig
tylko niewielka cze$¢, wylacznie niejednostajnych krat. Z jednej strony zadne (niejednostajne ani jednos-
tajne) kraty wyzszej rangi nie dopuszczaja kwazimorfizmow, a co za tym idzie nie umiemy skonstruowac
nieograniczonych dwuniezmienniczych metryk. Z drugiej, nie znamy odpowiednika ograniczonej gen-
erowalnosci dla jednostajnych krat, i nie umiemy pokazac, ze sa one ograniczone.,

Badania te znalazty kontynuacje w [2]. Podali$my efektywny algorytm na wyliczanie dlugosci biniezmien-
niczej na grupie wolnej. Pokazalismy quasiisometryczne wiozenie {0, 1} z {; norma w dwuniezmienniczy
graf Cayleya nieabelowej grupy wolnej. ZbadadliSmy geometrig¢ cyklicznych podgrup. Zaobserwowal-
ismy, ze dla wieliu klas grup podgrupy cykliczne s albo ograniczone albo wykrywane przez kwazimor-
fizmy. Nazwaliémy te wlasnos¢ bg-dychotomia i udowodnilismy dla klas grup zdefiniowanych geome-
trycznie.
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