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Obnizanie stopnia i scalanie krzywych Béziera

Krzywe Béziera zostaly wprowadzone w latach 60. niezaleznie przez Pierre’a Béziera i Paula de Castel-
jau w czasie, gdy pracowali we francuskim przemys$le samochodowym. Od tego czasu krzywe te staly
si¢ waznym narzedziem w projektowaniu inzynierskim, przede wszystkim w grafice komputerowej. Sg to
krzywe parametryczne w przestrzeni R? (d > 2) zapisane w postaci kombinacji liniowej n wielomianéw
Bernsteina stopnia n, a wspélczynnikami w tej kombinacji sg wspolrzedne tzw. punktéw kontrolnych.
Poprzez manipulacje tymi punktami otrzymuje sie krzywe Béziera o pozgdanych witasnosciach. Z prak-
tycznego punktu widzenia wazne jest, aby liczba tych punktéw kontrolnych nie byla za duza. Dlatego
w ostatnich latach wiele prac jest poSwieconych obnizaniu stopnia krzywych Béziera w taki sposéb, aby
powstale w ten sposéb krzywe przyblizaly krzywe oryginalne. Z kolei w innych pracach bada sie tzw.
sklejane krzywe Béziera. Skladajg sie one z fragmentéw, ktére sg krzywymi Béziera, przy czym zaklada
sie odpowiednig gladko$¢ w punktach sklejenia. W jeszcze innych pracach zastepuje sie sklejang krzywa
Béziera inng krzywa Béziera, ktéra ma przybliza¢ krzywa sklejang. Z grubsza rzecz ujmujac problemy
tego typu sg punktem wyjscia w przedstawionej rozprawie. Jako miare bliskoSci krzywych autor przyjmuje
tzw. wazony blad $redniokwadratowy, czyli po prostu odlegto$¢ w odpowiedniej przestrzeni Ls.

W rozdziale 1. autor wprowadza pojecia i ich wlasnoSci uzywane w dalszej czeSci rozprawy,
w szczegblno$ci tzw. parametryczne i geometryczne warunki ciggloéci dotyczace zaréwno klasycznych
jak i scalanych krzywych Béziera. Rozdzial 2. po$wiecony jest warunkom ciggtosci klasycznych krzywych
Béziera. W rozdziale 3., po przedstawieniu wlasnoéci baz dualnych, autor przedstawia metody ich kon-
strukcji, a nastepnie stosuje je do dualnych baz Bernsteina. Rozdzialy 4.-8. stanowig zasadniczg cze$t
rozprawy. W rozdziale 4. autor szczegélowo przedstawia metode obnizenia stopnia krzywych Béziera
prowadzaca do minimalizacji wazonego bledu éredniokwadratowego przy zalozeniu, ze k poczatkowych i [
krancowych punktéw kontrolnych pozostaje bez zmiany. Zalozenie to jest powigzane z parametrycznymi
1 geometrycznymi warunkami ciagloSci. W rozdziale 5. autor zajmuje si¢ zagadnieniem podobnym do
rozpatrywanego w rozdziale 4., ale wprowadza dodatkowo tzw. ograniczenia kostkowe na punkty kon-
trolne. Zalozenie to jest wazne z praktycznego punktu widzenia i ma uniemozliwi¢ znaczne oddalenie
punktéw kontrolnych od krzywej Béziera. W celu rozwigzania tego zagadnienia autor proponuje kilka
réznych metod optymalizacyjnych, w tym réwniez metode opartg o wlasnoéci dualnych baz Bernsteina.
W rozdziatach 6. i 7. autor zajmuje si¢ problemem scalania krzywych Béziera przy zalozeniu odpowiedniej
gladko$ci parametrycznej lub geometrycznej w punktach sklejenia. Na koniec w rozdziale 8. autor doktada
dodatkowo ograniczenia kostkowe na punkty kontrolne. W zasadniczych rozdzialach pracy czes¢ teore-
tyczna jest uzupetniona odpowiednimi algorytmami, przy czym autor zadbat o to, aby uzyskaé¢ algorytmy
o niskiej zlozono$ci obliczeniowej. Ponadto praca zawiera liczne przyktady numeryczne potwierdzajace
zalety proponowanych metod. Do rozprawy jest dolgczony indeks hasel, ktéry utatwia jej czytanie.

Rozprawa jest efektem badan powstalych we wspoélpracy z profesorem Stanistawem Lewanowiczem
i doktorem habilitowanym Pawlem Woznym, ktérych wyniki sg zawarte w pigciu artykutach. Cztery
z nich sg wspolautorskie oraz jeden jest samodzielny. Ponadto, wyniki badan przedstawione w rozdziale




7. sa dodatkowym samodzielnym wkladem autora i nie byly wczeéniej publikowane. Na podstawie
lektury rozprawy moge potwierdzi¢, ze jej autor wykazal si¢ dobrg znajomoscig przedmiotu prowa-
dzonych badan oraz duzg kulturg matematyczng i dobra umiejetnoécia przetozenia wynikéw teoretycznych
na wyniki numeryczne umieszczone w licznych przykltadach. Wyprowadzanie wzoréw uzytych przez au-
tora wymagalo niezwyklej starannosci, gdyz kazdy ewentualny nawet drobny btad mégiby miet negatywny
wplyw na wyniki obliczen numerycznych. Cieszy to, ze autor sprostal temu zadaniu. Mimo skomp-
likowanych przeksztalcen, raczej trudnych do doktadnego sprawdzenia, pracg czyta sie z przyjemnoscig.
7 punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej waznym jest uzycie w pracy baz dualnych do aproksymacji.
Pozwalajg one bowiem na zaproponowanie metod o znacznie nizszej ztozonosci obliczeniowej, niz inne
znane metody stosowane do rozpatrywanych zagadnien. Jednym z dodatkowych waloréw pracy jest to,
e zostala napisana w jezyku angielskim, czyli moze byt od razu czytana przez zagranicznych badaczy.
Pod wzgledem redakcyjnym praca jest bez zarzutu, co ostatnio niezbyt czesto mi sie zdarzalo czytajac
prace doktorskie. Kilka krytycznych uwag umieszczonych ponizej nie zmienia mojej oceny pracy, ktéra
oceniam jako bardzo dobra. Wnosze jednoczesénie o dopuszczenie autora do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

1. Najwazniejsze szczegllowe uwagi merytoryczne

(a) Strony 4.-5. Powolywanie si¢ we wiasnoéciach 3. i 9. na ksiazke [33] jest raczej niepotrzebne,
gdyz whasnosci te wynikaja bezposrednio z twierdzenia dwumianowego oraz z tréjkata Pascala.
Réwniez we wlasnodci 5., zamiast powolywac sig na literature napisatbym raczej, ze podany
wzér wynika bezposrednio z definicji. Natomiast wasnoéé 10. nie jest natychmiastowa i w jej
dowodzie trzeba wykazaé si¢ troche sprytem w operowaniu indeksami sumacyjnymi.

(b) Strona 13., wiersz 11. od dotu (i dalsza czes¢ pracy). Wydaje sig, ze blad aproksymacji
nalezaloby odnieé¢ do skali rozwazanej krzywej Béziera, tym bardziej ze w dalsze] czesci
rozprawy autor uzywa bledu aproksymacji dla krzywych w znacznie odbiegajacym od tego
przykiadu zakresie zmiennosci. Jesli sa przestanki, aby uzywac¢ biedu bezwzglednego, autor
powinien to gdzie$ skomentowac.

(c) Strony 17.-18., problemy 1.8 1 1.9. W sformulowaniu tych probleméw nie powinno miec
znaczenia, ze P i R sg krzywymi Béziera w podanej postaci, poniewaz wielomiany Bernsteina
stopnia n stanowig bazg w przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n. Tak wigc, dla
wiekszej elegancji, caly problem mozna by sformutowaé¢ bez odwolywania sie¢ do wielomian6w
Bernsteina, a na dobra sprawe nawet bez uzywania wielomianéw. Wystarczylaby przestrzen
funkcyjna i jej domknigta podprzestrzen. Oczywiscie, nie przeszkadza to uzyciu konkretnej
przestrzeni funkcyjnej przy rozwigzywaniu problemu, na przyklad wielomianéw stopnia n,
i konkretnej bazy, na przyklad wielomian6w Bernsteina, co zreszta autor uczynit w dalszej
czeSci rozprawy.

(d) Strony 17.-18., problemy 1.8 i 1.9. Jest pewien problem w uzyciu wzoréw na btad $red-
niokwadratowy w czeéciach (i) sformulowan tych probleméw. Dos¢ naturalnym wydaje si¢
postulat, aby blad ten wyniést 0 jesli P i R opisujg te samg krzywg. Tak jednak nie jest
w przyjetym przez autora sformutowaniu. Wystarczy wzia¢ dla uproszczenia gd=ta—p=0,
n=4 m=2 k=1=0oraz P(t) = (2,9 i R(t) = (t,t2), t € [0,1]. Geometrycznie funkcje
te opisujg te samg krzyws. Natomiast najmniejszy blad sredniokwadratowy otrzymuje sig
dla krzywej R*(t) = (t?, %tQ - %t) rézniacej sie od R. Ta niekorzystna wlasno§¢ wymaga
komentarza ze strony autora.

(e) Strona 63., wiersze 8.-7. od dotu. Podane zalozenia dotyczace nieujemnej okresélonoéci macierzy
Q oraz domknietoéci zbioru rozwiazah dopuszczalnych sg na wyrost. Oczywiscie zbior zdefi-
niowany przez (5.11) jest domknigty. W tej sytuacji wystarczy sig powolaé na twierdzenie
Weierstrassa o osiaganiu kreséw funkcji ciaglej okreélonej na zbiorze zwartym.




2. Dalsze uwagi merytoryczne

(a) Strony 17.-18. W problemach 1.8 i 1.9, w punkcie (ii) napisalbym raczej: P and @ agree
(parametrically or geometrically) up to order (k,l) at the endpoints.

(b) Strony 28.-29. Powolywanie si¢ w faktach 3.1 i 3.2 na pozycje [100] jest niewlasciwe, poniewaz
fakty te byly znane wcze$nie;j.

(c) Strona 52., wiersz 6. od dotu. Powinno by¢: k and [ less than 3.
(d) Strona 53., wiersz 14. Wielkosci A1, ..., Ak, i1, ..., 4 nie zostaly podane.

(e) Strona 53., wiersz 2. od dotu: Nalezaloby uzasadni¢ dlaczego podane wielkoéci dla « i 3 sg
naturalnym wyborem.

(f) Strona 58., wiersz 4. od dotu. Wydaje sig, ze m jest tutaj z géry ustalong liczbg i nalezatoby °
zaraz po wzorze na P(t) napisa¢: and m < n. Z podanej postaci problemu 5.1 wynika bowiem,
ze poszukujemy krzywej Béziera wéréd wszystkich krzywych stopni m < n, a chyba nie o to
chodzilo autorowi.

(g) Strona 58., wiersz 1. od dolu. Na stronie 19. autor pisze, ze w rozprawie bedzie uzywat
normy Ly. Powinien wigc w tym miejscu uzasadni¢, dlaczego w przedstawionym problemie
zdecydowal sie na norme ls.

(h) Strona 59., 3. wiersz od dolu w uwadze 5.3. Nie bardzo wiem, jak autor chciatby szybko
sprawdzi¢, ze krzywa i powierzchnia nie przecinajg sie.

(i) Strona 59., wiersze 11.-10. od dotu. Nie sadze, aby autorowi chodzilo o to, ze podany zbiér
jest wiekszy w sensie zawierania.

(j) Strona 81., wiersz 6. od dotu. Nalezaloby dopisa¢ ¢ = 1,2, ..., s—1. Ponadto dla przejrzystosci
mozna byloby napisaé, ze krzywa podzielono na s mniejszych krzywych o réwnych dlugosciach.

3. Literowki

(a) Strona 7., wiersz 1. od dotu. Powinno by¢ r =1,2,...,n.

(b) Strona 8., wiersz 6. od dotu. Dolna i gérna granica sumowania nie zgadzaja sie z (33, (5.3)]
(uzywam tutaj numeracji z 4. wydania tej ksigzki z roku 1997).

(c) Strony 16.-17. Chodzi zapewne o rysunek 9., a nie 7 lub 8(c).
(d) Strona 88., wiersz 10. Powinno by¢ is zamiast in.

(e) Strona 106. W pozycji [72] numer woluminu powinien by¢ 278 zamiast 78.
4. Uwagi redakcyjne

(a) Strony 31. i 33. We wnioskach 3.5 i 3.10 oddzielilbym tresci wnioskéw od uzasadnienia
i zastosowalbym uzywany tradycyjnie styl taki jak w twierdzeniach.

(b) Strona 51., wiersz 3. Uzytbym tradycyjnego i bardziej czytelnego zapisu ¢ := {(A1, 1) : A1 >
20, 4 = 21} 1 poprawilbym odpowiednio zapisy w kolejnych dwéch wierszach.




