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Rozprawa habilitacyjna sklada si¢ z czterech opublikowanych samodziel-
nveh prac. Dalej odnosze si¢ do nich jako do prac H1, H2, H3. H4. Wizystkie
one sy opublikowane w renomowanych pismach.

Dziedzing. do ktorej te prace naleza. jest badanie dzialania grup polskich
na przestrzeniach polskich, ezyli G-przestrzeni polskich. Metody sy topolog-
iczne. Motvwem przewodnim tego cvklu prac jest problem klasviikacji or-
bit rozumiany jako znalezienie systemu niezmiennikow relacji rownowaznosci
wWyznaczone] przez orbity (relacji orbit) oraz znalezienie prostej funkeji
przyporzadkownjacej orbitom odpowiednie niezmienniki. W szezegolnosci
bada sie przypadek klasyfikacji orbit przez przeliczalne modele, szezegotowo
vozwazany w H2 1 H4. Stawia si¢ pytanie o charakteryzacje niezmienniczych
kanonicznvel podzbiordw rozwazanych przestrzeni. Ogolue pojecia sq konkre-
tyzowane w poszezegoluyveh pracach H1. H2, H3. H4.

Uzyvwa sie metod topologicznych i teoriomnogosciowych. Szezegolowe po-
Jecta 1 metody stosowane w pracy pochodzg glownie od H. Becker'a  na
przvkiad pojecie milej topologii albo -zanurzenia. W pracach H2 i H4 sto-
stje sie takie metody do rozwiazywania problemow, ktore 1maja odpowiedniki
teorio-modelowe. Okazuje sie. ze jest mozliwe przethumaczenic pojec teorio-
modelowyel na obiekty topologiczne w pewnej konkretnej G-przestrzeni
topologicznej nazywanej dzialaniem logicznym (logic action). W szezepol-
nosci topologia wprowadzona w tej przestrzeni przez obickty o genezie teorio-
modelowej okazuje sie byé mila. a zanurzenia elementarne okazujy sie by¢
(=zanurzenlami (a wiee stosujg sie do tych obiektow metody i twierdzenia
Becker'a).




Podstawowym przykladem G-przestrzeni polskiej w pracach H2 i H1 jest
dziatanie logiczne na przestrzeni X, = I1,2;2" z produktows topologia
na ktorej dziata grupa Sy permutacji w. Punkty tej przestrzeni mozna trak-~
towac jako struktury (funkcje charaktervstyvezne struktur) dla przeliczalnego
jezvka z symbolami relacyjnymi R!". gdzie n, jest arnoscia 7,0 Sq to strok-
tury. ktorveh uniwersum jest w, a wiee, modulo numeracja. dowolne strk-
tury przeliczalne. Pojecia teorio-modelowe thumaczy sie na obiektv topolog-
iczne w tej przestrzeni. Na przyklad rodzina struktur M spelniajacyeh 2(5).
adzie o jest formula otwarta a § clagiem elementow /. jest zbiorem ot-
wartvim w przestrzeni X ;. Ogolnie, niech ¢ bedzie dowolna formmla a s
ciggiem elementow w i niech Mod(p.s). bedzie zbiorem struktur spelnia-
jacveh o(s). Mozemy wprowadzi¢ w X, nowa topologie f,. ktorej bazag sa
zbiory Mod( 2. 5). gdzie £ przebiega pewien zbior F formut jezvka L . Ta
topologia jest subtelniejsza od topologii 7. Jak si¢ okazuje. ma ona pewne
eleganckie wlasnosci. Mozemy teraz przethunaczye na jezvk topologiczny po-
jecie elementarnej rownowaznosci struktur. W otym celn defininje si¢ pojecie
kanonicznego podziatu {Y; : t € T}, gdzie T = {t € 2= : Y, # 0}. zhior
X, na zbiory G niezmiennicze wzgledem dzialania grupy. takie. ze orbita
kazdej czesei Y] jest w tej czesel gesta. Ten podzial zalezy od topologii. a wige
od zbioru F. Wowcezas kazda z czesci tego podziatu jest klasi elementarne)
wzgledem F'rownowaznosci struktur.

Uzyskuje sie pewne twierdzenia topologiczne. ktore sa. w przypadkn
dzialania logicznego 1 przy odpowiednim thunaczenin pojec. twicrdzeni-
ami z teorii modeli. Na przyktad. w terminach topologicznyveh uzvskuje sie
twierdzenie Barwise'a-Nadel'a 1 twierdzenie Rvlla-Nardzewskiego.

W pracy H2 nie wprowadza si¢ nowej topologii. rozwaza sie tviko topologie

Przedstawia sie zbiory Mod(2,0), dla zdan o nalezacveh do pewnego
. g b < 5
fragmentu jezvka L jako pewne niezmiennicze zbiorv borelowskie w
5 o ! :
przestrzeni X z topologia 7.
Nastepujace znane twierdzenie Lopez'a Escobar’a jest w tvi duchu:
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Zbiory Mod(2.0). dla ¢ bedgcych zdaniami jezvka L rangi kwanty-

fikatorowej < w - a to sa niezmiennicze zbiory borelowskie w przestrzeni J\

]

z topologia 7. takie. ktore sa rangi borelowskiej £V

W pracy H2 rozwaza si¢ fragmenty L, C L, .
pewien zbior dopuszezalny A i przedstawia sie je jako niezmiennicze zbiory
borelowskie w przestrzeni X; z topologia 7. ktore sa rangi borelowskicj

WVzZnaczone przez




olA) (tzn. klasy X, .)). Otrzymujemy w ten sposob topologiczng wersje
twierdzenia Barwise a-Nadel a:

Niech A bedzie zbiorem dopuszezalnym, L € A przeliczaluym jezykient
i niech M bedzie L-strukturg w A. Wtedy jesli dowolne L-struktury : i o
spetniajag te same zdania z fragmentu L, . to spelniaja te same zdania rangi
kwantytikatorowej a < o(A).

Inacze) mozua to twierdzenie wyrazi¢ nastepujgco:

Nicch A bedzie zbiorem dopuszezalnym. o(A) > w, L € A przeliczaluym
jezyvkicm relacyjnym. Niech v,y € Xy i 0 € A, Wtedy jeshi ¢ i1 y sa w
tveh samveh niezmienniczych zbiorach borelowskich postact B, = {z € X, .
B oofogdzie 0 € Ly, to dla kazdego a € o(A). &1y sa w tveh samych
niezinienniczyeh zbiorach borelowskich rangi borelowskiej a.

Uzvskuje sie nogolnienie tego twierdzenia poprzez rozwazanie dowolnej
polskiej G-przestrzeni X', gdzie GG jest grupa polsks dzialajaca na przestrzeni
polskiej X zamiast przestrzeni X z dzialajaca na niej grupa S, . To nogdl-
nienie ma dwie wersje. efektywna i ogdlig.

Wersja efektywna:

Niech GLUX bedg rekurencyjnie prezentowalne wzgledem (. operacje
grupowe w G 1 dziatanie G na X bedg hyperarytmetyezne w ¢ Jesli .y € X,
jest hyperarvemetyezone w C i1y sq w tych samveh niezmienniczyeh zbio-
rach hyperarvtmetycznyeh w ¢, to dla kazdego a < .u(l"‘(g). 21y sy wotyeh
samych niezmienniczych zbiorach borelowskich rangi borelowskiej a.

Wersja ogolna:

Niech A bedzie zbiorem dopuszezalnym spelniajacym aksjomat nieskonce-
zonoscl. Niech G X i1 € X bedg kodowalne w AL Jesli v 1y sa w tveh samyveh
nicziiennezyvel zbiorach borelowskich w X' o kodach borelowskich nalezg-
cvel do A to 1y sg wotveln samyvell nieziienniczych zbiorach borelowskich

rangl borelowskic) o < o(A).

Omowie teraz wybiorezo prace H4. Jest ona poswiecona uogdlnieniu w
terminach topologicznyveh twierdzenia Rylla-Nardzewskiego o teoriach Ny-
kategorveznyceli. Stosuje sie w niej podobne metody topologiczne jak w pracy
H2. Znow najlepszy ilustracja jest przestrzen X; z dzialajaca na niej grupa
S+ . Rozwaza sie topologie tp wyznaczona przez zbiory Mod( 2. 5). gdzie o €
13

Rozwaza si¢ kanoniczny podziat {Y; 1 t € T} gdzie T = {t € 2% : ), #
OF. Poniewaz interesuje nas przvpadek teorii Rg-kategorveznei. szezegolnie




jest interesujgev dla nas przypadek. w ktorvin pewna czesc Y, tego podzi-
ahu a wiee zbior modeli pewnej teorii zupelnej wzgledem fragmentn £ jest

zhiorem struktur izomorficznyeh. Jest tak w szezegdlnodei w przvpadkan jedli
Y; jest orbitg wzgledem dzialania grupy Sy na X,/ Taka svtuacja jest havdzo
szezegolna. Nieco ogdlniejsza jest sytuacja. gdy pewna czesé Y, kanonicznego
podzialu zawiera Gg-podzbior X, ktory jest G5 w topologii 7. jest orbita
i wtedy jest tp-kompanionem zbioru Y. przy pewnym szezegolnvim pojecin
kompanionu. To pojecie kompanionu jest orvginalnvin pojeciem wprowid-

zonym przez autorke i nogdlnia ono pojecie kompanionu teorii w teorii modl-

eli. Mianowicie. X jest kompanionem zbioru niezmienniczego Xy zawartego
w pewnej czescl kanonicznego podziahu jeshi X jest niezmienniczyvin zbiorem

Gs w topologii 7. X, = Xy. tzn. domkniecia w topologii 7 sa rowne i dla

kazdego zbiorn B bazowego dla topologit fp. B jest domknicto-otwarty i

Xy w topologii 7. Jesli X jest zbiorem wszystkich modeli pewney formmty |

w jezyku pierwszego rzedu to X jest otwarty w 7 dokladnie wtedy. gdyv - jest

formuty czvsto egzyvstencjalna. Wobec tego. w szezegolnvim przyvpadkn. jesh
F jest zbiorem wszystkich formul pierwszego rzedu. to dla zbiorun bazowego
B = Mod(.5) w topologii t-. warunek. ze B jest 7-otwarty na .X'|. oznacza.

ze BN X, sklada sie ze struktur spelniajacych pewng formule czvsto egzvs-

tencjalng. a wige. ze w ograniczeniu do struktur w X, 2 jest rownowazi

formule czysto egzvstencjalnej. Wty przyvpadku kazda czesé XNy kanon-

icznego podzialu jest zbiorem wszystkich przeliczalnveh modeli pewnej 71

petnej teorii T Jesh 77 jest kompanionem 7° w sensie teorii modelic to znaczy

jest modelowo zupelna teorig. w ktorej kazda formula jest rownowazna for-

mule egzyvstencjalnej i kazdy model T zanurza si¢ w pewien wodel 77, to
zhior N} wszystkich przeliczalnveh modeli teorii T+ jest kompanionen N

Fakt. ze jest on G5 w topologii 7 wynika z faktu. ze w tvm przypadkn T jest

v3-aksjomatvzowalna. Warunek Xy = X odpowiada zanurzenin modeli dla

T w modele dla T*. A wiec. wprowadzone tu pojecie kompanionn uogolnia

odpowiednie pojecie teorio-modelowe.

Przy takiej definicji kompanionu, svtuacja. gdy 7T jest teorig Wg-
kategoryezna 1 odpowiednia czesé Y, kanonicznego podzialu zawiera (-
podzbior X . ktory jest G5 w topologii 7. jest orbitg i jest f,-kompanionen
zbioru Y;. odpowiada toerio-modelowemu twierdzeniu Saracino o istnieniu
modelowego kompanionu: kazda Rg-kategorvezna teoria ma Ny-kategorvezny
modelowy kompanion.

Ogodlnie, w naszym przyvpadku czesé kanonicznego podziatu moze mie
wigce) niz jeden kompanion. Jesh jest taki kompanion. ktory jest orbita. to




Jest to najbardziej kanoniczna orbita zawarta w tej czescl podziatu,

Topologia t, okazuje si¢ mie¢ bardzo eleganckic wlasnogci. Spelnia ona
wprowadzony przez Becker'a definicje topologii milej wzgledem topologii 7.

Wazystkie powyisze pojecia nogdlnia sie na przypadek dowolnej G-
preestrzeni X gdzie G jest domkuiety podgrupa Sy dzialajaca na przestrzeni
polskicj X' Pojecie topologii ¢4 uogolnia si¢ na przypadek dowolnej topologii
{ mite) wzgledem wyjsciowej topologii 7 w przestrzeni X. Znow rozwaza si¢
sytuacje. gdy pewna czesé Y kanonicznego podzialu zawiera G s-podzbior X,
ktory jest G5 w topologii 7. jest orbity i jest t-kompanionem zbiory Y.

Kluczowym technicznym faktem w pracy jest nastepujaca obserwacja:

Niech X| = G, dla pewnego (dowolnego) oy € X i niech X bedzie G
w X Wiedy obie topologie 71 ¢ pokrywaja si¢ na .\

Ta obserwacja moze byé traktowana Jjako pewna wersja twicrdzenia Lind-
stroma o tyvi, ze kazda v3-aksjomatyzowalna No-kategorvezna teoria jest
modelowo zupelna. Byeie G odpowiada tu V3-aksjomatyzowalnosci. bycie.
orbiti. kategorveznosei. Zas jesli 7 i ¢ sq takie. jak w najprostszyin wypadku
dziatania grupy S na przestrzeni X, it = tp, dla F bedacego zbiorem
formul pierwszego rzedu. rownose topologii + i 7 odpowiada elementarnej
rownowaznosci struktur w X, a wige X jest w tvm wypadku zbioren wszys-
tkich przeliczaluyel model pewnej teorii modelowo zupetnej.

Przetozenie rownosci topologii 7 i # na elementarng rownowaznosc struk-
tr w Xy jest poprzez pojecie -zannzalnosci. ktora w tym wypadku jest
clementarma zanurzalnseia. Jest to pojecie wprowadzone przez Becker'n. Jest
ono wykorzystywane takze w pracy H3.

Dl kazdej otwarte podgrupy H < G i niezmienniczego Gy-podzbioru X,
przestrzent X defininje sie pojecie H-typu zbioru X, wzgledem topologii .

Uzvskuje sie nastepujice nogoluienie twierdzenia Rylla Nardzewskiego:

Niech X. 7 bedzie G-przestrzenia polska. a ¢ mity topologia na X,
Rozwaziny podzial kanoniczny wzgledem topologii . Wtedy czesé X, tego
podziatu jest G-orbity wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej bazowej podgrupy
H < (' kazdy H-typ zbioru X, Jjest gtowny,

W pracy H3 bada sie dzialanie grupy polskiej na sobie zdetiniowane jako
spreczenie. Weedy orbity sa klasani sprzezenia. Rozwazanymi grupaini pol-
skimi sq tu A(Q) 1 Symi(w). Waznym niezmiennikiem dla orbit jest w przy-
padku Seo) typ evkli. zas w przypadku A(Q) tvp porzadkowy rodziny orbitali
danego automortizmu wzgledem izomortizmow zachowujacveh parzystosé or-
bitali. W' terminach tveh niezmiennikéw tormuluje sie warunki konicezue i




dostateczne na to, by klasa sprzezenia bylta zbiorem G, (tw. .81 2.8) For-

muluje si¢ tez warunki konieczne i dostateczne na to. by klasa sprzezenia

byta zbiorem F,, ktore w przypadku A(Q) sie tryvwializuja do bycia klasa an-~
tomorfizmu trywialnego. W przypadku Sym () komplikacja klas sprzezenia

jest zawsze co najwyzej 119,

Jako narzedzia do dowodu powyzszyveh twierdzen uzvwa si¢ wsponni-
ANCLO WYZe] pojecia -zanurzenia. wprowadzonego przez Becker.a. Dla an-
tomorfizmow w A(Q) wprowadza si¢ pojecie transformacji. IKluczowe jest
nastepujace twierdzenie (tw. 2.2):

Niech f.h € A(Q). Wtedy f jest i-zanurzalny w /i wtedyv i tvlko wtedy
edv h jest transformacja f.

Praca H1 dotvezy ogdlnych wiasnosei polskich G-przestrzeni. czvhi dzi-
atania grup polskich GG na przestrzeniach polskich. Gtownvin pojeciem pracy
H1 jest pojecie ostatecznej otwartosei dziatania grupy. Dowodzi sie nastepu-

jacego twierdzenia (prop. 2.8):

Wiszystkie ciggle dzialama grupy (R.+) na przestrzeniach polskich si
ostatecznie otwarte.

Ostatni rozdzial tej pracy jest poswiccony niezmiennikom Hjortha-Scotta
(uzvwanym tez w H2). Dowodzi sie. ze klasa relacji orbit indukowanveh przoz
dzialania ostatecznie otwarte pokrywa sie z klasa relacji orbit klasviikowal-
nvch w sposob zupelny przy uzyeiu vogolionej analizy Scotta (1w, 3.7)

Stad w szezegolnosei wynika, ze relacja orbit indukowanyvch przez dziata-
nia ostatecznie otwarte jest klasyfikowalna przez przeliczalne modele.

Na tyvin zakoneze omawianie rozprawy habilitacyinej. Omaowilam prace
skdadajace sie na nig w kolejnosei prawie przeciwnej do ich mumeracyi. czvl
do ich nszeregowania pochodzacego od antorki. Uszeregowanie antorki. tak

jak pisze ona w autoreferacie. mialo na celu przejscie od zagadmien ogol

niejszyveh do bardziej szezegolowych. Ja uszeregowalan te prace przeciwiic.
z jednej strony dlatego. ze lubie przechodzié¢ od konkretnosei do nogolnienia.
a z drugiej strony uszeregowalam je wdlug mojej preferencii. Najbarvdzie)
podobaja mi sie prace H2 1 H4.

Na pozostaty dorobek autorki skladajay sie prace zataczone jako P11 P2
P3. P4 1 omowione w autoreferacie. z ktorveh praca P2 jest opublikowana
w czotowym pismie. trzy prace napisane przed doktoratem. praca wspola 7
Cichoniem. Krawczykiem i Weglorzem opublikowana w Jonwrnal of Syiiboli
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Logic. piec¢ prac opublikowanveh w wydawnictwach mmiej renomowanych lub
nicopublikowanvelr.,

Najoiekawsza wydaje mi sie z nich praca P2. znow nawiazujaca do dzi- -
alania logicznego i podobnie jak praca H2, do teorii zbiorow dopuszezalnyeh
Barwise a.

Ouvrommie podoba mi si¢ w pracach H2, H4 i P2 topologiczne podejscie
do zagadnien toerio modelowyeh. Pojecie dziatania logicznego wydaje mi sie
bardzo eleganckie. Bardzo mi si¢ podobaja topologiczne odpowiedniki pojec
teorio-modelowyveh, a w szezegdluoscl topologiczne odpowiedniki twierdzen
Lindstrom a. Barwise'a Nadela. Saracino 1 Rylla Nardzewskiego.

Podsumowujac uwazam., ze dorobek dr Barbary Majcher Iwanow. mimo.
z¢ losciowo nie bardzo duzy. jest bardzo ciekawy 1 wartosciowy. Najciekawsze
prace si opublikowane w bardzo dobryveh pismach.

Konkluzja.

Uwazan. ze rozprawa habilitacyjna i pozostaly dorobek spetniaja warunki -
okreslone w ustawie o stopniach i tytule naukowyeh w odniesieniu do habil-

itacji. Wnosze zatenn o dopuszezenie kandydatki do dalszyeh szezebli prze-
woddu lml)ilit;l('\'jll('{,’)u.
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