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Glownyin przedmiotem oceny jest jednotematyczny cvkl czterech publi-
kacji [H1]-[H4] (stosuj¢ tu numeracj¢ zgodna z Autoreferatem habilitantki),
ktory w dalszej czesci recenzji bede nazywal Rozprawa.

1. Problematyka badawcza Rozprawy.

Wymienione prace dotycza dziedziny matematyki, ktora coraz czesciej na-
zywa si¢ niezmiennicza deskryptywna teoria mnogosci (okreslenie to stosuje w
swoich pracach Howard Becker, jest ona tez uzyta w tytule wydanej niedawno
monografii Su Gao ,Invariant Descriptive Set Theory”, CRC Press, 2009).
Niezmiennicza deskryptywna teoria mnogosci jest poswigcona relacjom row-
nowaznos$ci wyznaczonym na przestrzeniach polskich przez ciggle dzialania
grup polskich na tych przestrzeniach. Problematyka ta jest bardzo aktywnie
rozwijana od ponad trzydziestu lat (zob. bibliografia monografii Gao, zawie-
rajaca 167 pozycji). Od swoich poczatkéw, ktore Becker upatruje w pracy
Roberta Vaughta z 1974 roku. wykorzystuje ona z jednej strony metody de-
skryptywnej teorii mnogosei, zarowno klasycznej jak i efektywnej, z drugiej
za$ - czerpie motywacje z teorii modeli. Szczegélnie waznymi przykladami
ciaglych dziatan grup polskich na przestrzeniach polskich sa bowiem tzw.
dzialania logiczne, czyli dziatania grupy S, wszystkich permutacji zbioru
liczb naturalnych N (lub jej domknietej podgrupy G) na przestrzeni polskiej
wszystkich struktur danej przeliczalnej sygnatury, ktérych uniwersum jest N,
przy czym do jednej orbity takiego dzialania naleza struktury izomorficzne
(odpowiednio: takie, dla ktorych jedna z permutacji nalezacych do G jest
izomorfizmem). Poszukiwanie uogdlnieni poje¢ i twierdzen z obszaru dziatan
logicznych na inne dziatania polskich grup niearchimedesowych (ta nazwa
okredla si¢ grupy izomorficzne, jako grupy topologiczne, z domknigtymi pod-
grupami S, ) lub nawet dowolnych grup polskich na przestrzeniach polskich
stanowi wazny nurt niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogosci (w od-
niesieniu do niego Becker uzywa nawet nazwy ,uogolniona teoria modeli™).
Glownymi reprezentantami tego nurtu sag Howard Becker i zmarty niedawno
przedwcezesnie Greg Hjorth.

2. Glowne wyniki i ocena Rozprawy.

Prace [H1]-[H4], na ktore sktada si¢ Rozprawa, oméwie w innej kolejnosci,
bardziej odpowiadajacej chronologii ich opublikowania.




Praca [H3] (opublikowana w Topology Appl.) poswiecona jest grupie
Aut(Q) automorfizméw struktury (Q, <), z topologia zbieznosci punktowej.
Jest to wazny przyktad niearchimedesowej grupy polskiej, badany z réznych
punktéw widzenia przez wielu autorow. Praca pos$wiecona jest dzialaniu te]
grupy na siebie przez sprzezenia, co odpowiada jej dzialaniu logicznemu na
strukturach postaci (N, X, f), gdzie (N, X) jest izomorficzng kopia struktury
(Q.<), a f jest permutacja N zachowujaca porzadek =.

Gléwnym, w moim odczuciu, wynikiem tej interesujacej pracy jest cieka-
wa kombinatoryczna charakteryzacja orbit typu G5 tego dzialania; doktad-
niej, podane sa kombinatoryczne warunki (Thm. 2.8(2)), ktérych spelnienie
przez funkcje f € Aut(Q) jest rownowazne temu, ze orbita f jest zbiorem
typu G5 w Aut(Q). Wynik ten uzupehia wezesniejszy rezultat Trussa, ktory
znalazt kombinatoryczng charakteryzacje gestych orbit typu Gj rozpatrywa-
nego dzialania. Inne twierdzenie pracy podaje charakteryzacje (Thm. 2.2)
tych par f,h € Aut(Q), ze (orbita) f jest lewostronnie zanurzalna w (orbite)
h w sensie wprowadzonego przez Beckera pojecia zanurzalnosci, bedacego
odpowiednikiem zanurzalnosci elementarnej w teorii modeli.

Punktem wyjscia ciekawej pracy [H4] (opublikowanej w Math. Log. Qu-
art.) jest odnotowane przez Beckera stwierdzenie, ze kazde ciagle dzialanie
grupy polskiej G na przestrzeni polskiej X jednoznacznie wyznacza podzial
tej przestrzeni, zwany podziatem kanonicznym, na takie nieziiennicze pod-
zbiory Y typu Gy, ze orbita kazdego elementu zbioru Y jest w nim gesta.
Elementy podziatu kanonicznego sg wiec w pewnym sensie przyblizeniami
typu G orbit swoich elementow.

Moze sie zdarzy¢, nawet w przypadku, gdy blok Y podziatu kanonicznego
nie jest orbita, ze zawiera on orbite typu G i taka orbita jest wowczas jedyna.
Jednym z gtownych celéw pracy jest zbadanie, kiedy taka sytuacja zachodzi;
ograniczamy si¢ przy tym do dziatan grup niearchimedesowych, co sprawia,
ze jesteSmy dos¢ bisko pierwotnego kontekstu dziatan logicznych. Ciekawa
odpowiedz na to dos¢ naturalne pytanie daje twierdzenie (Thm. 3.4), be-
dace odpowiednikiem twierdzenia Rylla-Nardzewskiego o R,-kategorycznosci
2 teorii modeli. W jego sformulowaniu uzyte sa, wprowadzone przez habili-
tantke, odpowiedniki poje¢ typu oraz typu glownego. W efekcie dostajemy
elegancko sformutowany warunek konieczny i wystarczajacy na to, by element
kanonicznego podziatu (w odniesieniu do rozszerzenia wyjsciowej topologii na
X do tzw. topologii przyjemnej, ang. ,nice topology” . badanej przez Beckera
i Kechrisa), byl orbita typu Gs. Interesujacy dowdd tego twierdzenia oparty
jest na technice ,back and forth” uzytej w sposob, ktory wydaje mi sie ory-
ginalny. Zaluje tylko, ze koficowka dowodu jest napisana na tyle skrotowo,
ze istota tego argumentu nie zostala wystarczajaco wyeksponowana. Inne
twierdzenie pracy (Thm. 3.6) formutuje kolejne warunki wystarczajace za-
wierania przez blok podzialu kanonicznego orbity typu G5 wraz z opisem jej
clementéw. Przeanalizowany jest tez przypadek dzialania grupy Aut(Q) na
siebie przez sprzezenia, badany wezeéniej w pracy [H3]. Pokazane jest (Thim.
4.5), ze w tym przypadku kazdy blok podziatu kanonicznego zawiera orbite:
typu G - dowod wykorzystuje charakteryzacje takich orbit, podang w [H3].
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Orbity typu Gs sa szczegOluym przypadkiem tzw. towarzyszy (ang. .com-
panion*) blokow kanonicznych podziatow. Towarzysze bloku to jego nie-
zmiennicze, geste podzbiory typu Gs. na ktorych obie topologie polskie,
rozpatrywane na X: wyjséciowa oraz jej przyjemne rozszerzenie, sa zgodne.
Pojecie to, poddane w pracy szczegolowej analizie, ma swo je korzenie w teorii
modeli. co autorka szczegélowo nuzasadnia.

Chronologicznie najpozniejsze z prac, wehodzacych w sktad Rozprawy,
czyli opublikowane w 2012 r. prace [H2] oraz [H1]. poswigcone sa ciaglym
dziataniom dowolnych grup polskich.

Praca [H2] (opublikowana w Archive for Math. Log.) jest rowniez inspi-
rowana teorig modeli, mianowicie pewnym twierdzeniem J. Barwise'a i M.
Nadela. ale chodzi w niej o odpowiedz na ogolne pytanie, do jakiego stop-
nia orbity mozna w pewnyll sensie przybliza¢ za pomoca niezimienniczych
zbiorow borelowskich o ograniczonym z gory stopniu skomplikowania ich de-
finicji. W szczegdlnosci pokazane jest (Thm. 2), ze w sytuacji, gdy zaréwno
grupa G jak przestrzen X sa reprezentowalne rekurencyjnie oraz dzialanie
grupowe i dzialanie G na X sa hiperarytmetyczne, to z tego, ze orbity ele-
mentu hiperarytmetycznego r nie da sie oddzieli¢ od orbity elementu y za
pomoca niezmienniczego zbioru hiperarytmetycznego wynika, ze nie da si¢
tego rowniez zrobi¢ za pomoca borelowskiego zbioru niezmienniczego klasy
wCK . Przyznam, ze ta praca mniej mi sie podoba. Zawiera ona dhugi wstep.
majacy charakter artvkuhu przegladowego, nastepnie dos¢ rutynowy - jak mi
sie wydaje - dowdd efektywnej wersji pewnego lematu Hjortha i w koncu
dwa krotkie i latwe dowody gtéwnych twierdzen, oparte na innym lemacie
Hjortha. Niewatpliwg zashuga habilitantki jest jednak zauwazenie, ze pewna
znaleziona przez Hjortha technika analizy stopnia zlozonosci orbit, prowadzi
do krotkich dowoddw nogdlnien twierdzenia Barwise'a i Nadela.

Natomiast praca [H1] (opublikowana w Math. Log. Quart.) robi na muie
wrazenie bardzo interesujacej. Poswiecona jest badaniu orbit cigglego dziala-
nia grupy G na przestrzeni X za pomocg wprowadzonego przez Hjortha sys-
temu tzw. niezmiennikow Hjortha-Scotta. Postugujac si¢ nimi mozna kazdej
przeliczalnej liczbie porzadkowej « przyporzadkowac podzial przestrzeni X
na niezmiennicze zbiory borelowskie. Podzialy te wraz ze wzrostem indeksu
« sa coraz drobnicjsze. a pierwszym 2 nich jest zdefiniowany przez Beckera
podzial kanoniczny, rozwazany w pracy [H4] Rozprawy. Hjorth pokazat, ze w
przypadku, gdy G jest grupg niearchimedesowa, ciag tych podzialow zbiega
punktowo do podzialu na orbity: dla kazdego punktu r € X istnieje taka
przeliczalna liczba a, 7e orbita punktu r jest blokiem podzialu o indeksie a
(i kazdego podziatu o indeksie wiekszym niz a), do ktorego = nalezy. Jest to
wlasnosé o charakterze strukturalnym, zwana pelnoscig systemu niezmienni-
kow Hjortha-Scotta. Giownym wynikiem pracy 1 - na moje wyczucie - naj-
wazniejszym wynikiem calej Rozprawy, jest bardzo interesujace twierdzenie
(Thm. 3.7), pokazujace elegancka charakteryzacje tych dzialan dowolnej gru-
py polskiej, dla ktorych system niezmiennikéow Hjortha-Scotta jest pelny. Sa
to mianowicie takie dzialania, ze dla kazdego r € X i dowolnego otoczenia
V elementu neutralnego grupy G sbiér Vr zawiera lokalna orbite elementu
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z. Dziatania te habilitantka nazywa dzialaniami ostatecznie otwartymi. Cha-
rakteryzacja ta moze stanowi¢ punkt wyjscia do naturalnego pytania o to,
dzialania jakich jeszcze grup, poza dzialaniami grup niearchimedesowych i
jednym przyktadem podanym w pracy (grupa liczb rzeczywistych), sa osta-
tecznie otwarte.

Omoéwione prace, wehodzace w sktad Rozprawy, zwlaszcza artykuty [H4]
i [H1], dotycza trudnych technicznie zagadnien. Zostaly one opublikowane
w solidnych branzowych czasopismach o $wiatowym zasiggu. Prace te po-
kazujg, ze habilitantka biegle wlada narzedziami i metodami, rozwinietymi
przez Beckera, Hjortha i Kechrisa (rozszerzanie topologii, operacje Vaughta,
niezmienniki Hjortha-Scotta) oraz potrafi je zastosowaé do osiagniecia ory-
ginalnych, ciekawych wynikow. Wyniki te dotycza w szczegolnosci nowych,
w naturalny i trafny sposéb wprowadzonych przez nia sama pojec (dziata-
nie ostatecznie otwarte). Wydaje mi sie, ze wida¢ w tych pracach rowniez,
choé¢ to w mniejszym stopniu potrafi¢ oceni¢, wysokie kwalifikacje autorki w
dziedzinie teorii modeli.

W mojej ocenie Rozprawa stanowi interesujacy i wartosciowy
wklad w rozwéj niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogosci.

3. Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze i dorobek dydak-
tyczny. Oprocz czterech oméwionych juz prac, wchodzaeych w sktad Roz-
prawy, na podoktorski dorobek naukowy habilitantki skladaja si¢ jeszcze
cztery prace ([P1]-[P4], zgodnie z numeracja w Autoreferacie).

Prace [P3] i [P4] dotycza ciekawych zagadnieri z pogranicza teorii mno-
gosci 1 teoril grup.

Praca [P2] wlasciwie moglaby by¢ czescig cyklu habilitacyjnego. Zawiera
najwiekszy tadunek poje¢ logicznych. Aparat zbiorow dopuszczalnych zasto-
sowany jest do analizy zlozonosci réznych obiektow zwigzanych z dzialaniami
grup niearchimedesowych.

Moja szczegdlng uwage zwrocila praca [P1]. Jej punktem wyjscia jest
twierdzenie Kechrisa, opisujace strukture borelowskiego dziatania grup pol-
skich lokalnie zwartych. Przeprowadzona jest doktadna analiza, jak ta struk-
tura wyglada w przypadku pewnych zwartych grup homeomorfizinéw zbioru
Cantora, reprezentowanego jako zbior gatezi drzewa.

Na pozostaly dorobek naukowo-badawczy oraz dydaktyczny habilitantki
sktadaja sie wystapienia konferencyjne (siedem referatow w latach 2001-2011,
w tym jeden zaproszony wyktad na Logic Colloguium’'2006) oraz opieka nad
siedemnastoma pracami magisterskimi (w tym samym okresie).

4. Konkluzja. Uwazam, ze przedstawione do oceny osiagnig-
cie naukowe w postaci jednotematycznego cyklu publikacji oraz
pozostale osiagnigcia i dorobek pani dr Barbary Majcher-Iwanow
spelniaja wymogi ustawowe i uzasadniaja nadanie jej stopnia na-
ukowego doktora habilitowanego.

A P




