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4.3. Oméwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiagnigetych wynikéw wraz z oméwie-
niem ich ewentualnego wykorzystania. W pierwszych czterech podrozdziatach (4.3.1-4.3.4) omé6wimy
klasyczne i najnowsze wyniki w dyskretnej analizie harmonicznej pokazujac ich powiazanie z innymi
dziedzinami matematyki; z teoria ergodyczna, analityczna teorig liczb i kombinatoryka addytywna. Be-
dzie to czg$ciowo uzasadnia¢ nasze motywacje do studiowania dyskretnych analogonéw w analizie har-
monicznej. Ponadto podamy krétki opis metod (majacych teorioliczbowy charakter), ktére doprowadzily
do znacznego rozwoju w dyskretnej analizie harmonicznej, i ktére byty niezbgdne dla tego projektu; jed-
noczesnie pokazujac, ze dyskretna analiza harmoniczna jest nadal bardzo obiecujaca dziedzing.

W pozostatych pigciu podrozdziatach (4.3.5-4.3.9), ktérych tytuly odpowiadaja tytutom [H1], [H2],
[H3], [H4] i [H5] odpowiednio, zaprezentujemy gléwne rezultaty tej habilitacji.

Zanim przejdziemy do szczegbétowego opisu, przedstawimy w skrdcie najwazniejsze wyniki.

e Niech P begdzie zbiorem liczb pierwszych. W [H1] udowodniliSmy pierwsze punktowe twierdze-
nia ergodyczne dla cienkich podzbioréw liczb pierwszych; podzbiory liczb pierwszych majace
gestos¢ zero w liczbach pierwszych. Takim przyktadem jest zbiér liczb pierwszych Piatetskiego—
Shapiro P, = {|n!/7] : n € N} NP dla pewnego v < 1 dostatecznie bliskiego 1. W szcze-
g6Inosci, udowodniliSmy, ze dla dowolnego uktadu dynamicznego (X, B, i, T') i kazdej funkcji
fe L' (X,u)dar > 1, granica

1
lim ———— f(TPx) istnieje u-prawie wszedzie na X.
N—oo [P, N1, N]| pEP%LN] (T"z)
Metody okazatly si¢ by¢ na tyle ogélne, ze udalo nam si¢ rowniez rozwiazaé tréjkowy problem
Goldbacha dla pewnych cienkich podzbioréw liczb pierwszych. Odsytamy do sekcji 4.3.5.

e W [H2] rozwazaliSmy nastgpujace podzbiory liczb pierwszych Py, = {|h(n)| : n € N} NP, dla
pewnych funkcji ~ jak w Definicji 4.25. PokazaliSmy, ze kazdy podzbiér P, majacy niezerowa
relatywna gérng gesto$¢ zawiera nietrywialne postgpy arytmetyczne o dtugosci co najmniej trzy.
W szczegdlnosci zbidr liczb Piatetskiego—Shapiro P, ustalonego typu 71/72 < v < 1 posiada te
wiasnoé¢. Dla dowodu musieliSmy pokaza¢ odpowiednik nierdwnosci restrykcyjnej Bourgaina—
Greena dla zbioréw Pj,. Odsytamy do sekcji 4.3.2.

e W [H3] studiowali§my, dla z € Z, funkcje maksymalne

1
Mpf(z) = sup m’ Z flxz—n)

NeN neN,N[1,N]

)

zdefiniowane wzdtuz zbior6w N;, = {|h(n)] : n € N}, dla odpowiednich funkcji h jak w
Definicji 4.50. Pokazalismy, ze M, jest stabego typu (1, 1), tzn., ze istnieje stata C' > 0 taka, ze
dla kazdego A > 0 i kazdej funkcji f € ¢1(Z), mamy

C
{z € Z: IMpf(x)] > A} < X||f”£1(2)-

Jako wniosek dostaliSmy tez punktowe twierdzenia ergodyczne dla zbioréw Nj,. Odsytamy do
sekcji 4.3.3.

o W [H4] udowodniliSmy odpowiednik punktowego twierdzenia ergodycznego Cotlara dla liczb
pierwszych. Mianowicie pokazaliSmy, ze dla kazdego uktadu dynamicznego (X, B, i, T') z od-
wracalnym przeksztatlceniem zachowujacym miare 7' na X, i dla kazdej funkcji f € L"(X, u)
przy r > 1, granica

TP
lim Z AL log |p| istnieje p-prawie wszedzie na X.
N—o0
pELPN([L,N]
Tutaj odsytamy do sekcji 4.3.4.

o W [HS5] udowodniliSmy wielowymiarowy odpowiednik punktowego twierdzenia ergodycznego
Bourgaina wzdtuz przeksztalcern wielomianowych. Mianowicie, dla kazdej o-skoficzonej prze-
strzeni z miarg (X, BB, ) oraz rodziny odwracalnych, komutujacych i zachowujacych miarg prze-
ksztatcen S1,S2, ..., 54 dlad € N oraz dla kazdej funkcji f € LP(X, u) przy p > 1, granica

A}im Nk > f(Sfl(n) S;Dg .. Sj;d(”)x) istnieje j-prawie wszedzie na X,
e n€[l,N]*NNk
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gdzie kazdy P; jest wielomianem catkowitoliczbowym na 7F. Uzyskalismy to dzigki szacowa-
niom pétnorm r-wariacyjnych. Odsytamy do sekcji 4.3.5.

4.3.1. Krotka historia. Dyskretne odpowiedniki' funkcji maksymalnych i catek singularnych sa obecne

w analizie harmonicznej od samego poczatku. W p6znych latach dwudziestych ubieglego stulecia, Riesz

[67] udowodnit (rozszerzajac przypadek p = 2), ze transformata Hilberta

1 _
flz—y) dy

Hf(z) = il_{f(l) P

)

jest ograniczona’ na L? (R) dla wszystkich p > 1 zauwazajac jednoczesnie, ze jej ograniczonos$¢ implikuje
ograniczonos¢ jej dyskretnego odpowiednika

Hanf)= Y L=

meznfoy

na (P(Z) dla wszystkich p > 1. Niedtugo po tym Hardy i Littlewood [25] udowodnili, ze funkcja maksy-
malna

t
M) =suwpl; [ =)y
t>0 0
jest ograniczona na LP(R) dla wszystkich 1 < p < oo. Wiener [84] rozszerzyt ich rezultat do wyz-
szych wymiar6w uzywajac lematu pokryciowego Vitaliego. Ograniczono$¢ na LP(IR) funkcji maksymal-
nej Hardyego-Littlewooda M implikuje ograniczono$¢ na ¢P(7Z), dla tych samych parametréw, jej dys-

kretnego odpowiednika

)

N
1
Mael ) = 7| 2 s

Calderén i Zygmund [12] uogdlnili rezultat Riesza do przypadku wielowymiarowego, wprowadzajac
argument typu stopping-time (powszechnie znany jako rozktad Calderéna—Zygmunda). A doktadniej po-
kazali, ze catki singularne

7 f(z) = lim [z —y)K(y)dy,
e=0Jly|>e

gdzie K jest jadrem Calderéna—Zygmunda® s ograniczone na L? (RY) dla wszystkich p > 1 jednoczesnie
zauwazajac ze ich metoda daje ograniczonosé na P(Z<) ich dyskretnych odpowiednikéw

Taisf(n) = Y fln—m)K(m).

meZa\{0}

Warto podkreslié, ze wszystkie funkcje maksymalne i catki singularne wymienione wyzej sa stabego
typu (1,1)*

Ponadto w powyzszych przypadkach, dyskretne rezultaty dla funkcji maksymalnych czy operatoréw
Calder6na—Zygmunda, mozna wywnioskowac poprzez adaptacje metod z dowodéw dla ich ciagtych odpo-
wiednikéw, albo odwotujac sig¢ bezposrednio do ciagtych wynikéw. Mianowicie, pokazemy jak poréwnad

s cze$¢ tekstu jest oparta na wstepie z [65] oraz artykutach [83] i [86].

2Niech (X, u) bedzie o-skoficzong przestrzenia z miara. Mowimy, ze operator liniowy T : LP(X,u) — LP(X, u) jest
ograniczony na L? (X, 1) dla pewnego 1 < p < oo, jesli istnieje stata Cp, > 0 taka, ze ||T(f)||Lr(x,0) < CollfllLr(x,p dla
kazdego f € LP(X, ).

3Méwimy, ze K € C* (]Rd \ {O}) jest jadrem Calderéna—Zygmunda jesli dla wszystkich y € R? \ {0} spetnia nier6wnos¢

ly*| K ()] + |y VK (y)] < 1

oraz warunek skracan

sup
0<A1<A2

/ K(y)dy| < 1.
A1<lyl<Ag

4Niech (X, u) bedzie o-skoriczong przestrzenia z miara. Mowimy, ze operator liniowy T : LP(X,u) — LP(X,u) jest
stabego typu (p, p) dla pewnego 1 < p < oo, jesli istnieje stata C;, > Otaka, Ze | T'(f)|| zr.oo (x,u) < Cpl fllr(x,u) dlakazdego
f € LP(X, p), gdzie | T(f)|| Lo (x0) = inf {M > 0: Vaso p({z € X« [T(f)(@)] > A}) < MPAPIFIT 5 x ) }-
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dyskretna funkcj¢ maksymalng M gis z jej ciagtym odpowiednikiem M. Niech f > 0 na Z i definiujemy
F na R w nastgpujacy sposéb

= Z f()1_1/21/9(x —n).
neL
Zauwazmy, ze F(n) = f(n)dlan € Zi F € LP(R) wtedy i tylko wtedy, gdy f € (P(Z) oraz || F|| .»(r) =
I fllep(z)- Dlax € (n —1/2,n + 1/2] mozna pokaza¢, ze

1 2

N
— Ftdt<7/ F(x —t)dt.
Z lo—t|<N+1 ®) N +1 Jiygn+1 ( )

Stad mamy, ze Mdisf(n) < 2MPF(z) dla kazdego x € (n — 1/2,n + 1/2]. To nam natychmiastowo
pozwala wywnioskowaé ograniczonos¢ na ¢P(Z) oraz staby typ (1, 1) dla dyskretnej funkcji maksymalne;j
M s z ograniczonosci na LP(R) oraz stabego typu (1, 1) dla funkcji maksymalnej M.

Inng wazna klasa funkcji maksymalnych sa maksymalne transformaty Radona

MP f(x) = sup — f(w — P(y))dy|,

1
>0 | Byl
modelowane na przeksztalceniach wielomianowych P : ]Rk’ — R? dla pewnych d, k € N, gdzie B; jest
otwarta kula w R¥, o srodku w 0 i promieniu ¢ > 0. A doktadniej, P(y) = (P1(y),...,Pa(y)), gdzie
kazdy P;(y) jest wielomianem rzeczywistym w R”. Takie funkcje maksymalne sa ograniczone na LP(R%)
dla 1 < p < oo, wigcej szczeg6téw i referencje znajduja sie w [71]. Jeslid = k = 1i P(t) = 2, wtedy
ograniczono$¢ na LP(R) oraz staby typ (1,1) jest dos¢ tatwy do wywnioskowania. Mianowicie, poprzez
fatwa zamiang zmiennych, dla f > 0, dostajemy

1 [t 9 1 dy t2/2m dy
P Sy =g [ NG 2275/2/%1 Sy

<Y 2EMf(x) <AMSf(x).

m=0

Zatem ograniczono$é na LP(R) jak i staby typ (1,1) dla funkcji maksymalnej M7 (z parametrami d =
k = 1iP(t) = t?) moga by¢ uzyskane z odpowiednich rezultatéw dla funkcji maksymalnej Hardyego—
Littlewooda M.

Podobnie jak poprzednio dyskretny odpowiednik (zat6zmy dla utatwienia, ze d = k£ = 1) maksymalnej
transformaty Radona definiujemy

@4.1) M f(n) = sup |M f(n)],
gdzie
LS
4.2) MK f(n) = — f(n ),
N N m=1

a’P : Z — 7 jest wielomianem catkowitoliczbowym.

Przejscie pomigdzy Mais i M, ktére widzielismy powyzej nie dziata dla M7 i MP . Jest to spowo-
dowane tym, ze ciag (P(n))nen, gdy P jest wielomianem stopnia > 2 ma rozbiezne luki, mianowicie
P(n + 1) — P(n) ~ P'(n) — +oo. Nie mozna réwniez poréwnaé M7, z Magis jak to miato miej-
sce w przypadku ciggtym. To jest po czgséci spowodowane tym, zZe pewna zamiana zmiennych, ktdra jest
mozliwa dla calek nie jest mozliwa do wykonania dla sum. Podobne problemy wystgpuja, gdy pracujemy
po stronie transformaty Fouriera®. Aby lepiej zrozumie¢ te komplikacje, rozwazmy, (dla duzych ¢ > 0)
nastgpujacy przyktad

b g
m(f):/ 827r1§x dz,

Slesli f € L*(RY), to Ff(€) = f]Rd f(x)e*™ ¢ dx oznacza transformate Fouriera funkcji f na RY, a F~'f(z) =
f]Rd F(&)e™ 2™ 8 d¢ jest odwrotna transformata Fouriera funkcji f € L' (R?).
Jesli f € £4(Z%), to Ff(€) = Y nend f(n)e?™ ™€ dx oznacza transformate Fouriera funkcji f na Z%, a F~'f(n) =
Jra F(€)e™2T 8 dE jest wspdtezynnikiem Fouriera funkcji f € L' (T*).
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i jego dyskretny odpowiednik

)
mdis(&): Z €2m£n ]
a<n<b

Eatwo widzimy, Ze przez odpowiednia zamiane zmiennych (v = x2) mamy

<CO/VE,

podczas, gdy w przypadku dyskretnym, jesli ¢ jest liczba catkowita, mamy
mdis(g) = b — a.

Ten prosty przyktad pokazuje, ze pewne arytmetyczne wiasnodci odgrywaja wazng rolg i zjawiska w
dyskretnych problemach moga by¢ zupetnie odmienne.

Jednak w ostatnim czasie — w szczeg6lnosci dwie ostatnie dekady — dyskretna analiza harmoniczna
przezyla okres znaczacego rozwoju. Stato si¢ to gléwnie dzigki fundamentalnym pracom Bourgaina [4, 5,
6], gdzie zostato udowodnione punktowe twierdzenie ergodyczne dla kwadratéw LP, (p > 1). Rezultaty
Bourgaina zaowocowaty réwniez lepszym zrozumieniem dyskretnych operatoréw catek singularnych [31,
32, 33, 34, 35, 54, 55, 60, 64, 65, 66, 72, 73, 74, 75].

4.3.2. Zastosowania do teorii ergodycznej. Funkcja maksymalna Hardyego—Littlewooda pierwotnie zo-
stata uzyta do pokazania twierdzenia Lebesguea o rézniczkowaniu. Natomiast jej dyskretny odpowiednik
jest waznym obiektem w punktowych twierdzeniach ergodycznych.

Niech (X, B, u, T') bedzie uktadem dynamicznym na o-skoriczonej przestrzeni miarowej (X, B, u1),
gdzie T jest odwracalnym przeksztatceniem zachowujacym miarg na X i definiujmy operatory Sredniujace
Birkhoffa

Anf(z Z f(T"z)

Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa méwi, ze dla kazdeJ funkcji f € LP(X,p), gdzie p > 1 istnieje

f* e LP(X, ) taka, ze
lim Ay f(z) = f*(z)
N—oo

p-prawie wszedzie na X.

Teraz tatwo mozna zauwazy¢ podobienistwo dyskretnej funkcji maksymalnej Hardyego-Littlewooda
M gis z funkcja maksymalng A* f = supyen |[An f| zwiazang z operatorami Ay f. Istotnie, biorac X = Z
zbidr liczb catkowitych, B = P(Z) o-algebra wszystkich podzbioréw Z, u = | - | miarg liczaca na Z i
T(z) = x + 1 operator przesunigcia, widzimy, ze

Anf(x Zf:):—i—n

W $wietle zasady transferencji Calderéna uktad (Z, P(Z), |- |, T(z) = = + 1) jest uniwersalnym
uktadem dynamicznym w takim sensie, ze ograniczono$¢ na LP dla p > 1, czy staby typ (1, 1) funkcji
maksymalnej A* zwiazanej z dowolnym uktadem dynamicznym (X, B, i1, T'), moga zosta¢ wywniosko-
wane z odpowiednich rezultatéw dla dyskretnej funkcji maksymalnej Hardyego—Littlewooda M 4is na
zbiorze liczb catkowitych. A doktadnie;.

Twierdzenie 4.3 (Zasada transferencji Calderéna). Zatoimy, ze S C Z jest nieskoriczonym zbiorem. Niech
(X, B, 1, T') bedzie uktadem dynamicznym zwiqzanym ze Srednimi

1 n
ANf(JC):m oo f(T).

neSN[0,N]

Niech My oznacza Ay na (Z,P(Z),| - |, T) z przeksztatceniem przesunigcia T (z) = = + 1, tzn.

1
MNf(JJ):m > fl@+n).

neSN[0,N]

Niech M* f(x) = supyen |[Mn f(x)|. Jesli dla pewnego p > 1 istnieje C), > O takie, Ze
(4.4) M fllerzy < Cpll fller(zys
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dla dowolnej funkcji f € (P(Z), lub
(4.5) [M* fllereozy < Cillfllerzys
dla dowolnej funkcji f € (' (Z). Wtedy odpowiednio zachodzq nastepujace szacowania

(4.6) IA* Fll e x ) < Cpll fll e (x,)»
dla dowolnej funkcji f € LP(X, ), lub
4.7) A" fll Lroe (x,) < Cull Fllzr )
dla dowolnej funkcji f € L' (X, 1), gdzie A* f(z) = supyey |Anf(2))-
Uzywajac zasady transferencji Calderéna i odpowiednich szacowan dla dyskretnej funkcji maksymal-

nej Hardyego-Littlewooda M 4;s mozemy wywnioskowac, ze dla kazdego p > 1 istnieje stata C}, > 0
taka, ze dla wszystkich funkcji f € LP(X, ) zp > 1, mamy

IA* fll e x ) < Cpll flle(x )
i dla wszystkich funkcji f € L'(X, 1), mamy

A" fll Lroo (x,0) < Cillfll o (x,p0)-

Te nieréwnosci maja znaczenie w dowodzie punktowego twierdzenia ergodycznego, poniewaz pozwalaja
uzasadnié, ze zbidr tych funkcji f € LP(X, u) dla ktérych granica limy_,o, Ay f(z) istnieje p-prawie
wszgdzie na X jest domknigty w LP (X, u).

Aby udowodnié zbiezno$¢ punktowa operatora A wystarczy jedynie znaleZ¢ gesta klasg funkcji, po-
wiedzmy, w L?(X, ) dla ktérej mamy zbiezno$¢ punktowa. Dobrym kandydatem okazuje si¢ by¢ zbidr

T® Js C LA(X, 1),

gdzie
IT={fel’(X.p): foT = [},

Joo={g0T —g:g€L*(X,u)NL>(X, p)}.
Latwo widac, ze Axf = f, gdy f € T oraz limy_, Ayh = 0dla h € J dzigki teleskopowemu
zachowaniu operatora Ay h, mianowicie mamy

1
ANh:N(goTN—g),

przy h = go T — g. A to juz uzasadnia zbieznos$¢ punktowa na 7 & Jo.
Sytuacja zmienia si¢ dramatycznie, gdy rozwazamy Srednie ergodyczne, na przyklad modelowane
wzdluz wielomianéw catkowitoliczbowych P, tzn.

P 1 P(n)
ANf(x):N Zf(T ).
n=0

Nawet dla P(n) = n? jest trudno, a priori, znalez¢ gesta klase dla ktérej mamy zbiezno$é punktowa. Zbior
7 @ Jx jest nieodpowiedni z tego wzgledu, ze $rednie A} wzdhuz ciagu (n?),cn maja nieograniczone
luki (n + 1)? — n? = 2n + 1, a to powoduje, ze tracimy wlasnos¢ teleskopowania na J.

Bourgain w potowie lat osiemdziesiatych ubieglego stulecia w [4], [5] i [6], udowodnit ograniczono$¢
na LP dla p > 1 funkcji maksymalnej A% f = supyen | AR f|. A doktadniej pokazat, ze dla kazdego
p > 1istnieje stata C}, > 0 taka, ze dla wszystkich funkcji f € LP(X, 1), mamy

IAD N o (x,) < Cpll fllr(x )
ponadto zaproponowat badanie nieréwnosci oscylacyjnej na L?, aby uzasadnié zbiezno$é punktowa.
Mianowicie udowodnit, ze istnieja stale C' > 0i ¢ < 1/2 takie, ze dla kazdej funkcji f € L?(X, p),
mamy
9 1/2
S sup AR = AR Al an,) < Ol e,
1<G<J N;j<KN<Nj11
dla kazdego ciagu ;1 > 2N;. Nieréwnos¢ oscylacyjna jest bardzo silnym narzedziem, ktére w pofa-
czeniu z nieréwnoscia na L? dla A% implikuje zbieznosé punktowa operatora A% na L?(X, y).
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Dowody ograniczonosci na L? nieréwnosci oscylacyjnej jak i ograniczonosé na LP funkcji maksymal-
nej zwiazanej z operatorami A}, bazuja na metodzie tukéw. Jest to zupelnie nowa metoda gigboko zako-
rzeniona w analitycznej teorii liczb. To podejscie okazato si¢ by¢ przelomem rzucajacym nowe Swiatto na
dyskretng analiz¢ harmoniczna.

Metoda tukéw (odsytamy do [36, 58, 82]) zostala wymySlona przez Hardyego i Littlewooda, w latach
dwudziestych ubiegtego stulecia, w celu opisania asymptotyki liczby rozwiazan w problemie Waringa tzn.
liczby tych (nq,...,nq) € N, ktére sa rozwiazaniem réwnania

n+... 4+nk=N.

Kilka lat p6Zniej Vinogradov uzyt metody tukéw do (czg$ciowego) rozwiazania trdjkowej hipotezy
Goldbacha pokazujac, ze kazda nieparzysta liczba naturalna N moze by¢ zapisana jako suma trzech liczb
pierwszych p1, pa, p3 € P, tzn.

p1+p2 +p3 = N.

Tréjkowa hipoteza Goldbacha zaktada, ze kazda liczba nieparzysta N wigksza od 5 jest suma trzech
liczb pierwszych. W szczegdlnosci Vinogradov pokazat, ze liczba r(N) tych tréjek (p1, p2, p3), ktore sa
rozwiazaniem powyzszego réwnania spetniaja

S(N)N? 0( N2 )

r(N)=
(V) 2log® N log® N

gdzie S(N) jest szeregiem osobliwym, tzn. pewng funkcja arytmetyczna, ktdra jest jednostajne ograni-
czona z gory i z dotu [58]. Tréjkowa hipoteza Goldbacha zostata niedawno udowodniona przez Helfgotta
w serii prac [28, 29, 30].

4.3.3. Metoda tukow Hardyego i Littlewooda. Ta czg$C jest poSwigcona metodzie tukéw Hardyego i Lit-
tlewooda. Szczegdlny nacisk zostanie potozony na nieréwnos¢ Weyla dla sum eksponencjalnych i zilu-
strowanie jak ona dziata w kontek$cie formuty asymptotycznej w problemie Waringa. To pozwoli nam
zrozumieé, ze metoda tukéw jest bardzo silnym narzedziem pozwalajacym zredukowaé problemy z ana-
litycznej teorii liczb lub dyskretnej analizy harmonicznej do pytafi zwigzanych z szacowaniem sum eks-
ponencjalnych. Na koniec krétko wyjasnimy, dlaczego metoda tukéw jest uzyteczna w punktowej teorii
ergodycznej.

Jak juz wspomnieliSmy metoda tukéw zostata wymysSlona przez Hardyego i Littlewooda do pokazania,
zedlak > 2,d > 2% 4 11 dostatecznie duzego N € N liczba 7 (N) tych (ny,n2,...,n4) € N% ktére sa
rozwigzaniem rownania

n’f—l—n’§+...+nlj:]\7,

jest rowna asymptotycznie
(4.8) r(N) = S(N

dla pewnego ¢ > 0, gdzie I'(z) jest funkcja Gamma, G (V) jest szeregiem osobliwym, tzn.

00 q
:Z Z Ga/q 27riNa/q’

a. .k

jest suma Gausowska [58].

Sumy Gausowskie sa tez czgsto nazywane zupetnymi sumami eksponencjalnymi i sa waznymi obiek-
tami w teorii liczb. Jesli (a,q) = 1, to G(a/q) ma wiele skracai. Do$¢ tatwo sprawdzié, ze dla k = 2
mamy |G(a/q)| < 2¢~/2. Jesli d > 5, to szacowanie gorne dla G(a/q) zapewnia, ze &(N) jest dobrze
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zdefiniowany. Uzywajac metody réznicowej (w analizie harmonicznej nazywamy to argumentem 7°7™)
widzimy, ze

2adn ) 27,”;ng
e .

iCle/al - sGtalaCarn- ¥ ( 5 e

ldl<g “n=1-d

Analizujac sum¢ wewnetrzna mozna pokazaé, ze |¢G(a/q)|? < 4q.

Teraz pokazemy jak otrzymac asymptotyke w (4.8) uzywajac metody tukéw. To pozwoli nam zrozu-
mie¢ tg¢ metode zwlaszcza, gdy bedziemy uzywaé jej do szacowania transformat Fouriera zwiazanych z
jadrami operatoréw, ktérymi bedziemy zajmowacé si¢ w dalszej czeéci. Ustalmy £ > 2 i niech

Sy = {(z1,22,...,2q) €N?: 2} + a5 + ...+ 2 = N}.

Zauwazmy, ze dla Py = | N/ | mamy

Y’k(N) = Z ]lSN((nl,ng,...,nd))

(m,n2, :”d)eNd

_ Z Z / 2m§ (nF+nk+.. +nd) 727rz£Nd£

ni=1 ng=1 1/2
1/2 , Pn A
(49) _ / <Z emen ) _27”§Nd£.
1/2

Naszym celem bedzie znalezienie asymptotyki dla catki w (4.9).
Gdyby ostatnia suma byta catka, to otrzymalibySmy nastgpujaca formule asymptotyczna

d
1/2 Nk 4 d ' r(1+1
(4.10) / (/ eszxkdx> e 2N g = rQed) N~ 4 o(NE-179),
")
1 dowdd bytby zakoniczony, odsytamy do [82]. Jednak nasza sytuacja jest duzo bardziej skomplikowana.
Na szczgscie na koniec bedziemy w stanie zredukowac nasz problem do sytuacji ciaglej, i kosztem czyn-
nika S(N) w wyrazie gléwnym, otrzymamy ta sama formulg asymptotyczna. Aby to uzyskaé wystarczy
zastapi¢ sume w (4.9) przez catke
N1/k e
/ 627r7,£x dr.
0

Jednak nie mozemy tego zrobi¢ w naiwny sposéb, poniewaz pochodna funkcji fazowej n*¢ wystepuja-
cej w sumie eksponencjalnej wynosi knF~1¢ i moze byé bardzo duza. Z tego powodu moze by¢ cigzko
kontrolowac btad

Py . N1/k X
Z 627”{71 _ / 627”51 dr.
n=1 0

Aby poradzi¢ sobie z tym problemem uzyjemy zasady Dirichleta i przyblizymy £ utamkiem nieskracal-
nym a/q w nastepujacy sposéb

a 1
§— *‘ S —ih
‘ q P]lf, B
gdzie 1 < ¢ < P]If,_ﬁ ,0<a<qi(a,q) =1dlapewnego 3 > 0, ktére dobierzemy pdzniej. Zatézmy,
ze 1 < g < Py dla pewnego o > 0, ktore réwniez bedzie dobrane pdzniej. Teraz stosujac twierdzenie o
wartoSci Sredniej oraz malenie z powyzszej aproksymacji otrzymujemy

Py o d q ok ) " . d
4.11) (Z e2mién ) _ (ZeQMqr Z 62#1(575)(qn+r) >
n=1

r=1 _2<n<PN—r

N1/k e a
_ (G(a/q) /0 eQm(f—q)xkdl_> + O(

?r\m.

+

x-\H
R
+

=@
S—
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To sugeruje, ze asymptotyka jest skoncentrowana wokot diofantycznych aproksymacji € z maltymi mia-
nownikami. Aby sformalizowaé t¢ obserwacje Hardy i Littlewood roztozyli odcinek jednostkowy na tuki
gtéwne i poboczne. Podazajac ta idea ustalmy N € Ni «, 5 > 01 definiujemy rodzing fukow gtownych

q
QRPW':: LJ LJ iInPN(a/Q)v
ISR
gdzie
k
Mey(a/a) = {€ € 0,1): ¢ - a/ql < Py}
Latwo zauwazy¢, ze jesli a/q przebiega zbiér utamkéw o malych mlanowmkach (tzn. 1 < ¢ < Py i
(a,q) = 1), to zbiory M p, (a/q) sa roztaczne.
Ltuki poboczne definiujemy nastepujaco

Mpy = [07 1] \mPN'

Dzigki temu rozktadowi dostajemy

(4.12) - ¥ Z / . ( Mgnk)de_mgzvdg
Mpy (a/q

1<q<Pg  a=0
(a,9)=1

Py G '
(4.13) + (2627”5” ) e 2EN e

mPy Np=1

To natychmiastowo pokazuje, w §wietle (4.11) i (4.10), ze (4.12) zachowujg si¢ asymptotycznie jak
r(1++
oo U yior gt

d
r(#)
dla pewnego § > 0.
Pozostaje pokaza¢, ze mp, w (4.13) daje btad rzedu o(N%_l_‘;). Jesli g jest duze, to suma w (4.9)
ma bardzo duzo skracan i uzywajac nieréwnosci Weyla mozna pokazaé, ze jest mata. To byla réwniez
kluczowa obserwacja pochodzaca od Hardyego i Littlewooda.

Twierdzenie 4.14 (Nier6wno$¢ Weyla). Niech P(x) = apx® + ... + a1x bedzie wielomianem o rzeczy-
wistych wspotczynnikach stopnia k > 2 takim, Ze

1
q*’

gdziel < a < q,q €Nil(a,q) =1 Wtedy dla kaidego € > 0 istnieje stata C. > 0 taka, Ze dla wszystkich
N € N mamy

a
o
q

(4.15)

Zauwazmy, ze (4.15) z P(n) = n? oraz N = ¢ daje oszacowanie z géry na sumy Gausowskie. Mia-

nowicie |G(a/q)| < ¢ '/?*¢ dla dowolnego ¢ > 0. To szacowanie jest troszke gorsze od tego ktére

uzyskaliSmy powyzej, ale nadal wystarczajace aby pokazac, ze szereg osobliwy jest dobrze okreSlony.
Sprébujmy teraz sformalizowaé to co powiedzieliSmy powyzej i pokazaé, ze (4.9) zachowuje si¢ jak

o(N %7175) uzywajac nieréwnosci Weyla. Mianowicie, niech { € mp, wtedy Py < ¢ < P]]ffﬁ oraz

(4.16)

dla pewnego p > 0. Istotnie, { € mp,, a z zasady Dirichleta zawsze mozemy znalezZ¢ 1 < g < P]’fffﬁ i
0 < a < qtakie, ze (a,q) =11

‘f a‘ < 1 < 1

gl = Pk P T ¢
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Gdyby g < Py to & € Mp,, ale to przeczy temu, ze { € mp,,. Stad ¢ > P5; musi by¢ duze i nieré6wnos¢
Weyla koriczy dowdd.
Stosujac (4.16) dostajemy

Py ¢ . Py . d—2F .1, Py . 2k
/ (Z o2miEn ) o~ 2miEN df‘ < sup Z o2mién / Z e2miEn* | e
mPy Np=1 gempy | p—1 (U

< P](Vl—P)(d—zk)P]%’“—k—&-s _ Pﬁ[—k—v < N%,l,%7
gdzie v = p(d — 2¥) — ¢ > 0, dla e > 0 ktére jest dowolnie mate, poniewaz w §wietle nieréwnosci Hua
(odsytamy do [58]) dla dowolnego € > 0 mamy

1 N -
/ Z eQm{n
0 n=1

To koriczy ten krotki opis metody Hardyego-Littlewooda.

Bourgain, w swoich pracach [4, 5, 6], wykorzystal metod¢ tukéw do konstrukcji mnoznikéw przybli-
zajacych dla §rednich ergodycznych wzdtuz kwadratéw czy wielomianéw catkowitoliczbowych. Nastep-
nie pokazat ich ograniczono$¢ na LP. Poniewaz podej$cie Bourgaina mialo znaczacy wplyw na rozwdj
dyskretnej analizy harmonicznej i byto bardzo istotne w naszych badaniach ([H4] i [HS]), to pokrétce
postaramy si¢ opisaé t¢ metode.

Dla utatwienia bedziemy jedynie rozwazaé ograniczono$é na ¢2(Z) funkcji maksymalnej M% f(n) =
supyver [ME ()], gdzie

2k
dé < C.N?" —k+e,

MEf(n) = | Y f(n—P(m))

a P(m) = mF dla pewnego k > 2.

(i) Uzywajac twierdzenia Plancherela wystarczy badaé mnoznik m v (£) zwiazany z operatorem MY,
tzn. F(ME £)(€) = mn (§)F [ (§). gdzie
1 &,
my(€) = 5 D0 P, dla g € [0,1].

m=1

(i) W tym momencie okazuje si¢, ze metoda tukéw Hardyego-Littlewooda idealnie pasuje do na-
szego schematu i mozemy roztozy¢ odcinek jednostkowy [0, 1] na roztaczne zbiory:
— Luki gtéwne, czyli pododcinki [0, 1] sktadajace si¢ z tych £ € [0, 1], ktére sa bliskie utamkom
wymiernym a/q z matymi mianownikami ¢ dobranymi do skali N € N.
— Luki poboczne, czyli dopetnienie w [0, 1] kolekcji wszystkich tukéw gtéwnych, dla ustalo-
nego N € N.

(iii) Dla tego rozktadu mozna pokazaé, ze my (&) moze by¢ przyblizony w normie L°°([0, 1]) przez
funkcje kn(§), bedaca suma G(a/q)wn(§ — a/q) zwiazang z kolekcja wszystkich tukéw gtow-
nych zwiazanych ze skala N € N, gdzie wy jest catkowa wersja mnoznika my, a G(a/q) jest
suma Gaussowska. Korzys¢ z takiego podejscia jest taka, ze btad pomigdzy mnoznikami my (&)
i kn (&) jest niesiony na tukach pobocznych i mozna wykazac, ze jest maty korzystajac z nier6w-
nosci Weyla.

(iv) Z drugiej strony uzywajac nastgpujacych faktow:

— sumy Gaussowskie G(a/q) maja odpowiednie malenie ze wzgledu na g,

— tuki gtéwne dla réznych a/q i a’ /¢’ sa roztaczne (przy ustalonym N € N),
mozna pokazac, ze funkcja maksymalna zwigzana z operatorem splotowym, ktérego mnoznik jest
réwny k(£ jest ograniczona na £2(Z).

Metoda tukéw w swoich zastosowaniach nie jest jedynie zlimitowana do operator6w §redniujacych,
pozwala réwniez bada¢ operatory calek singularnych modelowanych na podzbiorach arytmetycznych.
Twierdzenie Steina i Waingera [74, 75], Oberlina [60] i Ionescu i Waingera [35] sformutowane ponizej,
dostarcza waznych przykladéw dyskretnych operatoréw singularnych.
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Twierdzenie 4.17. Dla 0 < )\ < 1, zdefiniujmy operatory

I3f(n) = Z M, gdzien € 7, [

X
mez\ {0} [m|
n—m,t—m?® .
Jf(n,t) = Z I/ P ), gdzie (n,t) € Z2.
meZ\{0}

Operator I3 jest ograniczony z (P(Z) do (4(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy 1/q < A\, 1/p >1— X, i1l/q <
1/p— %(1 — \). Ponadto J3 jest ograniczony z (P(Z?) do 04(Z?) wtedy i tylko wtedy, gdy 1/q < \,1/p >
1=Xil/g<1/p—3(1=A\).

Ten rezultat ma do$¢ bogata histori¢ (odsytamy do [65]), ktéra istotnie wzbogacita dyskretna analize
harmoniczna dostarczajac wielu uzytecznych narzedzi. Jednak analogiczne wyniki dla s > 3, obecnie po-
zostaja poza naszym zasiggiem, ze wzglgdu na brak ostrych szacowan dla odpowiednich sum eksponen-
cjalnych. Wielowymiarowe warianty twierdzenia 4.17 byly niedawno badane przez Pierce [66]. Dowdd
twierdzenia 4.17 jest w duzej mierze oparty na rezultacie Ionescu i Waingera [35] dla dyskretnej catki
singularnej typu Radona.

Twierdzenie 4.18. Niech TT bedzie singularnq transformatq Radona

TPf(z)= > flz—Py)K(y),

y€ZF\{0}

dla x € 7% modelowanq na przeksztatceniu wielomianowym P = (P1,...,Pyg) : RF — RY takim, ze
P[ZF] C 74, gdzie K jest jadrem Calderéna—Zygmunda. Wtedy operator T jest ograniczony na (P (Z%)
dla wszystkich p € (1, 00).

Twierdzenie 4.18 jest nie tylko interesujace samo w sobie, ale uzywa bardzo wysublimowanych metod
w dyskretnej analizie harmonicznej. Gléwna idea lonescua 1 Waingera uzywa diofantycznych aproksyma-
cji wspdtczynnikéw wielomianu P podobnie jak w metodzie tukéw, ale w przeciwienistwie do wczesniej-
szych metod, autorzy wykorzystali ich wlasnosci silnej ortogonalnosci, odsytamy réwniez do [65].

Jednym z najwazniejszych rezultatéw dla operatoréw Sredniujacych jest twierdzenie Magyara, Steina i
Waingera [54].

Twierdzenie 4.19. Niech A*f(n) = supysq|Axf(n)| bedzie dyskretng maksymalnq funkcjq sferyczna,
gdzie

S>\ = {(mh-'-;md) Ede%++m(21:>\2}
Funkcja maksymalna A* jest ograniczona na (P (Z4) wtedy i tylko wtedy, gdy d > 5ip > d/(d — 2).

W [32] Tonescu podat réwniez pewne szacowania dla A* w punktach kranicowych. Ostatnio Hughes
[31] rozszerzyt powyzsze twierdzenie do k-sfer i rozwazat réwniez odpowiednik A* dla wymiaru d = 4.
Twierdzenie 4.19, pomimo interesujacych zastosowan w teorii ergodycznej [53], [31], pokazuje réwniez
ciekawe zjawisko w dyskretnym $wiecie. Mianowicie, zakres parametréw d > 5,p > d/(d — 2) dla
ktérych A* jest ograniczony jest rézny od zakresu parametréw d > 2,p > d/(d — 1) dla jego ciaglego
odpowiednika [71].

Na koniec warto wspomniec, ze pewien wielowymiarowy odpowiednik operatora M ]I\? zdefiniowanego
w (4.2) byl badany przez Ionescu, Magyara, Steina i Waingera [33] w sytuacji nie-translacyjno niezmien-
niczej. Mianowicie, dla przeksztatcenia wielomianowego P : ZF x Z* +— Z% stopnia co najwyzej 2,
zostato pokazane w [33], ze funkcja maksymalna zwiazana ze Srednimi

Mﬁf(ml,mz)zﬁ > f(mi1—n,mg— P(my,n)),

ne[l,N]knZk

jest ograniczona na (P (ZF x Z%) dlap > 1 i wszystkich f € (P(ZF x Z%). Dyskretny wariant singularnej
transformaty Radona réwniez byt badany w [33].
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4.3.4. Wprowadzenie. Zamierzamy studiowaé dyskretne odpowiedniki funkcji maksymalnych i catek
singularnych zdefiniowane wzdtuz ciagéw a = (ap)neny € N majacych pewne wlasnosci arytmetyczne.
Mianowicie

disf —sup‘Nfo—an

oraz .
He f(x) = Z flx—an) = f(x+ay)

n

I

n—
Jesli a, = n, to MG, = Mais 1 HS;s = Hais-

Nasze motywacje do badania dyskretnych funkcji maksymalnych i operatoréw calek singularnych (mo-
delowanych na podzbiorach liczb catkowitych) sa nastgpujace. Po pierwsze z jednej strony maja one bez-
posrednie zastosowanie w teorii ergodycznej, zwtaszcza w dowodach punktowych twierdzen ergodycz-
nych. Po drugie np. ich ograniczonosé na £2 moze by¢ niestabilna na niewielkie perturbacje, tzn. istnieja
ciagi6 an ~ n? takie, ze

M) = s |3 1o~

NeN

jest nieograniczona na £2(Z). To daje silng motywacje do glebszego zrozumienia tych zagadnien. Inng
wazng przyczyna, ktéra czyni dyskretng analize harmoniczng bardzo interesujaca dziedzing jest fakt, ze
fenomeny wystepujace w dyskretnym §wiecie moga si¢ zupetnie rézni¢ od ich ciagtych odpowiednikow,
warto poréwnaé z Twierdzeniem 4.19.

Teraz bedziemy skupiaé nasza uwage na funkcjach maksymalnych zwigzanych z dyskretnymi operato-
rami $redniujacymi i operatorami przycigtych catek singularnych. Nasze operatory bedziemy definiowac
wzdtuz podzbioréw liczb catkowitych ([H3] i [HS]) jak i wzdtuz podzbioréw liczb pierwszych P, czy
cienkich podzbioréw liczb pierwszych ([H1] i [H4]).

Podzbidr S liczb pierwszych nazywamy cienkim, jesli |S| = oo i

Sﬁ[l,x]\:o(|Pﬂ[1,x]|):0< >, gdy z — oo.

x
log
Z twierdzenia o liczbach pierwszych wiemy, ze |P N [1,z]| ~ %,
bedziemy rozwaza¢ podzbiory liczb catkowitych nastgpujacej postaci

Ny = {[h(n)] : n € N},

przy x — oo. W szczegdlnosci

oraz Py = Nj N P z funkcjami
h(z) = 2°L(x),
gdzie L(x) jest odpowiednia funkcja wolnozmieniajaca sig, a ¢ > 1 jest dostatecznie blisko 1, mozna
mySleé, ze L(xz) = logx, (odsytamy do Definicji 4.25). Okazuje sig¢, ze zbiory P}, dostarczaja szeroka
klasg cienkich podzbioréw liczb pierwszych. Zbiory P}, sa ciekawymi obiektami zwlaszcza w §wietle
wielu fundamentalnych probleméw w kombinatoryce addytywnej czy analitycznej teorii liczb. W szcze-
gblnosci, pytania dotyczace addytywne;j struktury zbioréw Py, sa bardzo interesujace i beda tutaj réwniez
dyskutowane ([H1] i [H2]).
Zbiér liczb pierwszych Piatetskiego—Shapiro

P"/ = le/"/)

ustalonego typu v < 1, (dla v dostatecznie bliskich 1), jest przypuszczalnie najlepiej znanym determini-
stycznym przyktadem cienkiego zbioru liczb pierwszych. W 1953 Piatetski—Shapiro [63] udowodnit, ze
dlay € (11/12,1) mamy

[Py N1, z]| ~ , gdy z — oo.

x
log
To oczywiscie gwarantuje, w Swietle twierdzenia o liczbach pierwszych P, ze P, jest cienkim podzbiorem
liczb pierwszych, poniewaz v < 1. Zakres parametréw w formule asymptotycznej byl niejednokrotnie
poprawiany. Dzigki Rivatowi i Sargosowi [68] wiemy, ze formuta asymptotyczna dla P, zachodzi dla
v € (2426/2817,1), i jest to najlepszy wynik w tej dziedzinie. Mimo tego, ze Leitmann [51] uogdlnit

6Obserwacja Michaela Christa, o ktérej dowiedziatem si¢ od Jima Wrighta.
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rezultat Piatetskiego—Shapiro i otrzymat formutg asymptotyczna dla zbioréw Py, gdzie h(x) = z¢L(x)
jest jak wyzej i ¢ € [1,12/11), wciaz niezbyt wiele wiadomo o zbiorach Pj,. Dalej bedziemy studiowaé
wtasnosci zbioréw Pj, w réznych kontekstach.

4.3.5. (P(Z) - boundedness of discrete maximal functions along thin subsets of primes and pointwise
ergodic theorems [H1]. W polowie lat osiemdziesiatych ubieglego stulecia Bourgain i Wierdl uog6l-
nili punktowe twierdzenie ergodyczne Birkhoffa pokazujac, ze zbiezno$¢ punktowa zachodzi nawet, gdy
w operatorach Sredniujacych sumowanie po liczbach naturalnych zastapimy sumowaniem po liczbach
pierwszych. A doktadniej niech (X, B, u, T') bedzie uktadem dynamicznym z odwracalnym przeksztatce-
niem 7" zachowujacym miarg na o-skoiczonej przestrzeni miarowej (X, 3, 11). Wtedy dla kazdej funkcji
feL"(X,u), gdzie r > 1, granica

1
(4.20) lim ———— f(TPz),
N—oo |P N [17 NH pep;[LN] ( )

istnieje dla p-prawie wszystkich « € X. Tutaj odsylamy do [6] i [85]. W tym samym czasie Nair [56, 57]
udowodnit, ze (4.20) pozostaje prawdziwe, gdy T? zastapimy przez T P, gdzie W jest dowolnym wie-
lomianem catkowitoliczbowym. Ograniczenie do parametréw r > 1 okazuje si¢ by¢ kluczowe. LaVictoire
[50] pokazal, uogdlniajac pracg Buczolicha i Mauldina [11], ze (4.20) nie zachodzi na Lt (X, ).

W [H1] uogdlnili§my rezultaty Bourgaina [6], Wierdla [85] i Naira [56, 57] do przypadku kiedy Srednie
ergodyczne (4.20) sa zdefiniowane wzdtuz odpowiednich podzbioréw liczb pierwszych.

W szczegdlnosci pokazaliSmy, ze punktowe twierdzenie ergodyczne zachodzi dla Srednich wzdtuz liczb
pierwszych Piatetskiego—Shapiro

P,={pcP:Jenp= Ln””}.
ustalonego typu v < 1, gdzie -y jest dostatecznie blisko 1.

Twierdzenie 4.21 ([H1], Theorem 1.1). Niech (X, B, u, T') bedzie uktadem dynamicznym, a W : 7 +— 7
niech bedzie wielomianem stopnia q € N. Wtedy istnieje 0 < v, < 1 takie, ze dla kaZdego v, < v < 1
granica

lim — S IV,

N—o00 ’Pry m [17 N” pGP,YI"l[l,N}

istnieje p-prawie wszedzie na X, dla kazdego f € L" (X, ), gdzie r > 1.

W S$wietle zasady transferencji (Twierdzenie 4.3), mozemy pracowaé na zbiorze liczb catkowitych.
Wtedy definiujemy

1

(4.22) Msnf(z) = SAL N

S fla-W(p), dazez,
peSN[1,N]

wzdhuz ustalonego zbioru S C P, gdzie W : Z +— 7 jest wielomianem stopnia ¢ € N. Nastgpnie
definiujemy funkcje maksymalna Mg f(z) = supyen | Mg n f(x)| zwiazang ze Srednimi z (4.22). Takie
funkcje maksymalne, jak juz widzieliSmy wcze$niej, odgrywaja wazna role w problemach zwigzanych z
punktowq zbieznoscig.

Warto podkreslié, ze Bourgain [6] i Wierdl [85] (z W (x) = z) oraz Nair [56, 57] (dla ogélnych wie-
lomianéw W) pokazali, ze funkcja maksymalna Mp jest ograniczona na ¢"(Z) dla kazdego r > 1. W
[H1] udowodnili$§my pierwsze twierdzenie maksymalne dla §rednich wzdluz zbioréw liczb pierwszych
Piatetskiego—Shapiro.

Twierdzenie 4.23 ([H1], Theorem 1.2). Niech W : 7 — Z bedzie wielomianem stopnia q € N. Wtedy
istnieje 0 < v, < 1 taka, Ze dla kaidego v, < v < 1 idla kazdego 1 < r < oo znajdziemy C' > 0 dla
ktorego mamy

|Mp, fllerzy < Cll fllerz)
dla wszystkich f € (" (Z).
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Zbidr liczb pierwszych Piatetskiego—Shapiro jest szczeg6lnym przyktadem dos¢ szerokiej klasy cien-
kich podzbioréw liczb pierwszych P, ktére sg postaci

(4.24) Pp={p€eP:3nenp=[h(n)]},
gdzie h jest funkcja jak w Definicji 4.25. W szczeg6lnosci mozemy mysle¢ o zbiorach Py, gdzie funkcja
h jest postaci
hi(z) = 2¢log? 2, ho(z) =ae? log3$, hs(z) = xlog®
hy(z) = zeClos” . hs(z) = 2l (x),
dlace (1,2), AeR,Be (0,1),C > 0,1;(z) = logx oraz l,+1(z) = log(l,(x)), dlam € N.

Definicja 4.25. Dia ¢ € [1,2) niech F. bedzie rodzing wszystkich funkcji h : [zg,00) +— [1,00) (dla
pewnego xqo = 1) spetniajqcych nastepujace wtasnosci
(i) h € C*®([xo,0)) oraz
h'(z) >0, h"(x) >0, dlakazdego x > x.

(ii) Istnieje funkcja rzeczywista 9 € C*([zo, 00)) oraz stata Cp, > 0 taka, Ze

z Y(t)
(4.26) h(z) = Craly(z), gdzie ln(x) = efﬂ”o ¢ dt, dla kazdego x > xy.
Ponadto jesli c > 1, to dla wszystkich n € N mamy
(4.27) lim 9(z) =0, i lim 2™9™(z) = 0.
Tr—00 T— 00
(iii) Jesli c = 1, to ¥(x) jest dodatnia, malejgca i dla kazdego € > 0 istnieje stata C. > 0
1 T
4.28 —— < Cox, i lim —— =0.
29 i) S )
Ponadto dla kazdegon € N
. L ()
(4.29) mlg& Y zx) =0, i lerrolo W =0.

Niach ¢ : [h(zg),00) +— [1,00) bedzie funkcja odwrotng do funkcji A i niech 7, (x) oznacza ilosé
elementéw w zbiorze Py, , = P, N [1,z]. Rodzina F. zostata wprowadzona przez Leitmanna w [51],
gdzie zostato pokazane, ze
(4.30) (@) ~ 29 ady 2 = oo,

log
dla kazdej funkcji h € F. z ¢ € [1,12/11). Jednak oryginalna definicja Leitmanna byta duzo bardziej
skomplikowana. Tutaj kosztem dodatkowych wysitkéw udato nam si¢ wyeliminowaé pewne komplikacje
dostajac bardziej przyjazna definicj¢ i jednocze$nie zachowac ta sama klas¢ funkcji.

Niech ¢, = (22412 + 29 — 2) /(22972 4+ 29 — 3) dlag € N.

Twierdzenie 4.31 ([H1], Theorem 1.4). Niech W : Z — 7 bedzie wielomianem stopnia q € N. Zatozmy,
Ze h € Fcdlac € [1,cq). Weedy dla kazdego 1 < r < oo istnieje stata C > 0 taka, Ze

(4.32) |Mp,, fllerz) < Cllfllerzy,
dla wszystkich f € (" (Z).

Dowdd Twierdzenia 4.31 opiera si¢ w duzym stopniu na ideach Bourgaina zapoczatkowanych w [4], [5]
1 [6], odsytamy réwniez do [56, 57, 85]. Jednak metoda tukéw Hardyego i Littlewooda (bgdaca jednym z
gtéwnych narzedzi w podejsciu Bourgaina) okazata si¢ by¢ nieodpowiednia w tym miejscu. Zamiast tego
zauwazyliSmy, ze

|Mp, fllerzy < C(IMp fller(zy + | Sup [(Mp, on — Mp on) fller(z))-

Korzystajac z rezultatow Bourgaina—Wierdla [6, 85] oraz Naira [56, 57] nasz problem zostat zredukowany
do oszacowania funkcji maksymalnej zwiazanej z btgdem. Pracujac po stronie transformaty Fouriera po-
kazaliSmy, ze || Mp, on — Mp on||2(zy—2(z) = O(279N) dla pewnego 6 > 0. Aby uzasadni¢ to malenie,
musieliSmy wykorzysta¢ nastgpujaca nierd6wnosé:
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Lemat 4.33 (Van der Corput [81], [21], [36]). Przypusémy, ze N > 1, k > 2 sq catkowite oraz a < b <
a+ N,b—a > 1. Niech F € C*([a,b]) bedzie funkcja rzeczywistq
n < |F®(z)| <y, dla kazdego x € [a,b),
przy pewnymn > 0ir > 1. Wtedy

e
n<b

<P (/O D N ()Y

a

N/AN

gdzie stata w nieréwnosci jest uniwersalna.

Powyzszy lemat zostal uzyty zamiast nieréwnosci Weyla (4.15) do oszacowania sum eksponencjalnych
zwiazanych z transformatg Fouriera operator6w Mp, ov — Mp on.

Twierdzenie 4.31 z nieréwnoscia oscylacyjng doprowadzito nas, dzigki zasadzie transferencji, do na-
stepujacego uogdlnienia Twierdzenia 4.21.

Twierdzenie 4.35 ([H1], Theorem 1.5). Niech (X, B, u,T) bedzie uktadem dynamicznym. Niech W

Z — Z bedzie wielomianem stopnia q € N. Zatézmy, ze h € F. dla ¢ € [1,¢,). Wtedy dla kazdej funkcji

feL"(X,u), gdzier > 1, Srednie ergodyczne
1

(4.36) Apnf(z) = (V)

S fIV W), dila x € X,

pEPR N
zbiegajq p-prawie wszedzie na X.
W drugiej czesci pracy [H1] pokazaliSmy, ze tréjkowy problem Goldbacha ma rozwiazanie w liczbach

pierwszych z Py,

Twierdzenie 4.37 ([H1], Theorem 1.6). Niech 0 < 1,72, 73 < 1 bedq ustalonymi liczbami rzeczywistymi
16(1 — 1) + 14(1 = 72) + 14(1 = 93) < 1,

(4.38) 16(1 —72) + 14(1 —m) + 14(1 —y3) < 1,
16(1 —y3) + 14(1 — 1) + 14(1 — y2) < 1.

Zatoimy, ze hy € Fiy,, h2 € Fi)y,, h3 € Fy ), oraz niech o1, p2, p3 oznaczajq odpowiednio funkcje

odwrotne do nich. Wtedy istnieje stata C(7y1,72,7v3) > 0 taka, ze R(N), ktdra jest ilosciq reprezentacji
liczby nieparzystej N € N jako sumy trzech liczb pierwszych p; € Py, gdzie 1 = 1,2, 3 spetnia

S(N N N N
(4.39) R(N)= > 1>C(v,72,7)- ( )gpljgf 1%0?),( Jos )7
p1+p2+p3=N og N

Pi€Ph, N

dla dostatecznie duzych N € N, gdzie
1 1
sN)=J[0-—3) [[0-5——)>0
=11 (p—l)S)H( )

peP p|N

Jjest szeregiem osobliwym z trojkowego problemu Goldbacha.

W szczegdlnosci (4.39) oznacza, ze kazda dostatecznie duza nieparzysta liczba naturalna moze zostac
zapisana jako suma trzech liczb pierwszych p; € Py, gdzie ¢ = 1, 2, 3. Balog i Friedlander [1] i Kumchev
[46] rozwiazali tréjkowy problem Goldbacha w liczbach pierwszych Piatetskiego—Shapiro. Tutaj uogo6l-
niliSmy rezultat Baloga i Friedlandera oraz Kumcheva do ogélniejszych zbioréw Py, dla h € F, kosztem
bardziej restrykcyjnych warunkéw na 1, 2, v3 w (4.38). Dowdd twierdzenia 4.37 jest kombinacja metod
Heatha—Browna [27] z oryginalnymi pomystami Vinogradova [58].

4.3.6. Roth’s Theorem in the Piatetski—Shapiro primes [H2]. Rezultaty tej pracy sa motywowane pew-
nymi zagadnieniami z kombinatoryki addytywne;j.

Niech A bedzie podzbiorem liczb naturalnych, dla kazdego N € N definiujemy gestos¢ A4(N)
zbioru A jako A4(N) = %|A N [1, N]|, a nastepnie definiujemy gérna gestos¢ zbioru A jako A(A) =
limsupy_.o Aa(N). Méwimy, ze zbiér A zawiera postgp arytmetyczny dtugosci trzy, jesli istnieje
a € Aoraz d # 0 takie, ze a,a + d,a + 2d € A.
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W 1953 Roth [70] udowodnit, ze kazdy podzbiér N majacy dodatnig gérng gestos¢ zawiera nieskon-
czenie wiele postepow arytmetycznych dtugosci trzy.

Tego samego typu pytania dotycza réwniez podzbioréw liczb naturalnych majacych znikajaca gérna ge-
sto$¢. Tutaj zbidr liczb pierwszych P jest naturalnym kandydatem, zwlaszcza w §wietle twierdzenia Van
der Corputa [80], gdzie pokazano, ze zbidr liczb pierwszych P zawiera nieskorficzenie wiele postgpow
arytmetycznych dtugosci trzy. Niedawno doczekaliSmy si¢ uogélnienia twierdzenia Rotha i Van der Cor-
puta dla zbioru liczb pierwszych. Mianowicie, Green [22] pokazal, ze kazdy podzbiér A C P o dodatniej
% > 0 zawiera nietrywialne postepy arytmetyczne
dlugosci trzy. Prawie w tym samym czasie Green i Tao [24] udowodnili odpowiednik twierdzenia Sze-
merédiego [76] dla zbioru liczb pierwszych. A dokladniej, pokazali istnienie dowolnie dlugich postgpéw
arytmetycznych w podzbiorach liczb pierwszych majacych niezerowa relatywna gérna gestosé.

Mimo tego, ze obecnie wiemy do$¢ duzo o arytmetycznej strukturze zbioru liczb pierwszych, to nie-
wiele wiadomo dla zbioru liczb pierwszych Piatetskiego—Shapiro P, ustalonego typu v < 1 (gdzie ~y jest
dostatecznie bliskie 1)

relatywnej gornej gestosci, tzn. lim supy_, o

P, ={peP:Jenp=[n"]}.

Ponadto dos¢ tatwo zauwazy¢, ze ani twierdzenie Greena [22], ani twierdzenie Greena i Tao [24] nie
rozstrzyga czy zbiér P, zawiera nietrywialne postgpy arytmetyczne o dtugosci co najmniej trzy, poniewaz
P, ma zerowa gestos¢ w zbiorze P.

Bedac zmotywowani tg obserwacja udowodniliSmy odpowiednik twierdzenia Rotha dla liczb pierw-
szych Piatetskiego—Shapiro.

Twierdzenie 4.40 ([H2], Theorem 1.1). Zaféimy, ze v € (71/72,1), wtedy kaidy A C P. z dodatniq
) . . |AN[L,N]| . . .
gorng relatywngq gestosciq, tzn. lim supy_, o PR > 0 zawiera nietrywialne postepy arytmetyczne o

dtugosci trzy.

Twierdzenie 4.40 wynika ze znacznie ogélniejszego Twierdzenia 4.41, gdzie ogdlniejsze podzbiory
liczb pierwszych byty badane. Mianowicie zbiory postaci

P, ={peP:Fenp=|h(n)]},
gdzie h jest funkcja jak w Definicji 4.25. Nasz gtéwny rezultat w [H2] jest nastgpujacy:

Twierdzenie 4.41 ([H2], Theorem 1.7). Zatéimy, ze ¢ € [1,72/71), h € F.. Wtedy kazdy A C Py,

|Aﬁ[1’NH‘ > 0 zawiera nietrywialne postegpy

Z dodatniq gornq relatywnq gestosciq, tzn. limsup_, PR

arytmetyczne o dtugosci trzy.
Biorac h(z) = z'/7i~ € (71/72,1) w powyzszym twierdzeniu otrzymujemy Twierdzenie 4.40.

Uwaga 4.42. Wszystkie rezultaty w tej czesci pozostajq prawdziwe jesli zatozymy, ze h € C3([xg, 00)) i
¥ € C?([wg, 00)) w Definicji 4.25 rodziny F.. Ponadto jesli c > 1 wystarczy zastapic¢ warunek (4.27) przez

(4.43) Jim 9(z) =0, lim 29'(z) =0, lim 220" (2) = 0,
natomiast, dla c = 1 wystarczy zastqpi¢ warunek (4.29) przez

| () 229" ()
4.44 lim %(z) =0, 1 =0 bl S )
(4.44) A 9(z) =0, lim 9(x) " oo 9(x)

Gtéwnym narzgdziem w dowodzie jest tak zwana nieréwno$¢ majoryzujaca Hardyego-Littlewooda dla
zbioru Pj,. Mianowicie.

Twierdzenie 4.45 ([H2], Theorem 1.8). Zatézmy, ze ¢ € [1,16/15), v = 1/c, h € F.. Przypusémy,
Ze (an)nen jest ciqgiem liczb zespolonych takim, Ze |ay| < 1 dla kazdego n € N. Wtedy dla kazdego
r> 202 istnieje stata C.., > 0 taka, Ze nieréwnos¢

16v—15
2mip€
D e

pEPh N

(4.46) < Cry

L(T,dg)

Z 2ipé

pEPR N

)

L(T,d¢)

zachodzi jednostajnie ze wzgledu na N € N.
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Nier6wnos¢ (4.46) zostata udowodniona przez Bourgaina [3] dla liczb pierwszych P, a p6Zniej ponow-
nie odkryta przez Greena [22] w kontekScie postepow arytmetycznych. Mozna mySle¢, ze nieréwnos$¢
(4.46) jest dyskretna wersja nierownosci restrykcyjnej dla zbioru P.,. Jej dowdd jest réwniez oparty na
argumencie 77T podobnie jak w nieréwnosci restrykcyjnej Tomasa—Steina.

Strategia dowodu Twierdzenia 4.45 jest bardzo prosta. Wystarczylo zredukowac szacowania dla p €
Py, n w Twierdzeniu 4.45 do szacowan dlap € Py = P N [1, N] i uzy¢ rezultatu Greena [22]. Wtedy
nasze zadanie zostato sprowadzone do zrozumienia btgdu pomigdzy odpowiednimi sumami. W tym celu
musieliSmy udowodnié nastgpujacy:

Lemat 4.47 ([H2], Lemma 1.10). Niech ¢ € [1,16/15), h € F., ¢ bedzie funkcjq odwrotng do h i
v=1/c. Niechs € Ni0 < a < s— 1 bedq takie, Ze (a,s) = 1. Jesli x > 0 spetnia 16(1 —) +28x < 1,
to istnieje X' > 0 takie, ze dla kazdego N € N i dla kazdego & € [0, 1] mamy

(4.48) > ¢ Mogp ™ = 3 logp TP £ O(NTTYX),
PEPR N pEP N
p=a(mods) p=a(mods)

State sq niezalezne od £ i N € N.

Druga suma w (4.48) reprezentuje czes$C, ktéra zostata pokryta przez twierdzenie Greena [22]. Malenie
w bledzie pomigdzy sumami w (4.48) wyznacza warunek r > ?g;ﬁg w Twierdzeniu 4.45. W dowodzie
Lematu 4.47 nie uzywaliSmy metody tukéw Hardyego i Littlewooda, ktéra byla gtéwnym narzedziem w
pracy Greena. To jest spowodowane przez catkowicie inna naturg naszego problemu. W naszym problemie
uzyliSmy nieréwnosci Van der Corputa do oszacowania odpowiednich sum eksponencjalnych, zamiast nie-
réwnosci Weyla—Vinogradova. To jest wymuszone przez niewielomianowy charakter funkcji nalezacych
do rodziny F.. Dowdd Lematu 4.47 jest potaczeniem metod rozwinietych przez Heatha—Browna [27] z
technikami ze standardowego dowodu nieréwnosci Vinogradova z tréjkowego problemu Goldbacha [21],

[58].

4.3.7. Weak type (1, 1) inequalities for discrete rough maximal functions [H3]. Twierdzenie maksymalne
Bourgaina [6] méwi, ze dla p > 1 i wszystkich funkcji f € ¢P(Z) funkcja maksymalna

a 1 o
(4.49) & f(z) = sup N‘ ; f(z—ay)|, da zeZ,

NeN
jest ograniczona na ¢P(Z) dla dowolnego a,, = P(n), gdzie P jest wielomianem catkowitoliczbowym.
Szacowania w p = 1 dla funkcji maksymalnej M, wzdtuz kwadratéw pozostawaty nieznane przez
ponad 20 lat az do ostatnich wynikéw Buczolicha i Mauldina [11] i LaVictoirea [50]. Pokazali oni, ze
punktowe twierdzenie ergodyczne dla Srednich wzdtuz P(n) = n* dla k > 2 nie jest prawdziwe na L'.
To byto jedno z najtrudniejszych pytaii w punktowej teorii ergodycznej, ktére przyciagalo uwage wielu
specjalistow. W 1991 to pytanie zmotywowato Rosenblatta i Wierdla [69] do sformutowania hipotezy, ze
nie ma ciagéw (an)neny € N z rozbieznymi lukami tzn.

nh_{lgo(an-‘rl - an) = 00,

dla ktérych funkcja maksymalna MG, jest stabego typu (1, 1).

W 2007, Buczolich [10] oraz Urban i Zienkiewicz [79] pokazali, niezaleznie, ze hipoteza Rosenblatta—
Wierdla jest fatlszywa. W [79] udowodniono, ze funkcja maksymalna (4.49) jest stabego typu (1, 1) dla
a, = |n¢|, gdzie 1 < ¢ < 1.001. LaVictoire [49] i Christ [14] réwniez dostarczyli wiele przyktadow
ciagéw (an)nen 0 gestosci Banacha 0, dla ktorych funkcja maksymalna MG, jest stabego typu (1,1).
W migdzyczasie, teoria ¢P(Z) dla p > 1 byta rozwijana w [2] dla ciagow (a,)nen postaci a, = [h(n)],
gdzie h jest odpowiednia funkcja z ciata Hardyego’. Jednak pytanie o szacowania, dla p = 1, dla ciagéw
modelowanych na funkcjach z ciata Hardyego pozostato otwarte, az do momentu [79].

W [H3] udato nam si¢ scharakteryzowaé te funkcje h dla ktérych funkcja maksymalna (4.49) jest
stabego typu (1, 1). PokazaliSmy, ze dla ciagu a,, = |h(n)], gdzie h(x) = x°L(x) przy ¢ € (1,30/29)
i L(x) bedacej odpowiednia funkcja wolnozmieniajacy sig, funkcja maksymalna M9,  jest stabego typu
(1,1). A doktadniej h jest jak w Definicji 4.50.

TCiato Hardyego jest to ciato funkcji zamknigtych na rézniczkowanie funkcji nieskoniczenie wiele razy.
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Definicja 4.50. Dia ¢ € (1,2) niech F. bedzie rodzing funkcji h : [xg,00) +— [1,00) (dla pewnego
xo = 1) spetniajqcq nastepujqace warunki
() h € C3([wg, 00)) oraz
h'(z) >0, h"(z) >0, dlakaidego = > x.
(ii) Istnieje funkcja ¥ € C3([xg,00)) i stata Cj, > 0 taka, Ze

z Y(t)
4.51) h(z) = Craly(z), gdzie lh(x) = efwo ¢ dt, dla kazdego x > x.
Ponadto
(4.52) lim 9(z) =0, lim z¢'(z) =0, lim 2%¢"(z) =0 lim 239" (x) = 0.
r—00 T— 00 T—00 T—00

ZdecydowaliSmy si¢ przeformutowaé definicje rodziny F., aby podkreslié, ze pracujemy z funkcjami
h,9 € C3([zg,00)) oraz ¢ > 1, zamiast z funkcjami C*® i ¢ > 1.
Niech N, = {|h(m)]| : m € N}, gdzie h € F,.. Nasz gléwny rezultat w [H3] jest nastepujacy:

Twierdzenie 4.53 ([H3], Theorem 1.7). Zatoimy, ze ¢ € (1,30/29) i h € F.. Zdefiniujmy dla x € 7
funkcje maksymalng

(4.54) My f(z) = sup [Mp,n f(2)],
NeN
zwiqzang z operatorami Sredniujqcymi
1
(4.55) Mynf(@) = o >, flz—n).
’Nh m []‘7 N” TLENhﬂ[l,N}

Wtedy istnieje stata C > 0 taka, Ze dla kaidego f € (*(Z), mamy
(4.56) [Mpflleoozy < C
W szczegdlnosci My, f jest ograniczona na (P(7) dla kazdego f € (P(Z) i wszystkich p > 1.

|fller(z)-

Dowdd Twierdzenia 4.53 opiera si¢ na do$¢ subtelnej wersji rozktadu Calderéna—Zygmunda, wymy-
Slonej przez Feffermana [18], a p6Zniej rozwinigtej przez Christa [15] do badania funkcji maksymalnych.
Idee Feffermana okazaty si¢ by¢ uzyteczne w teorii dyskretnej [79], jak réwniez w [49] i [14]. Krétko
moéwiac, staby typ (1, 1) dla My, f jest uzyskany dzigki rozktadowi Calder6na—Zygmunda, faktowi, ze
na EQ(Z) mamy (M, n f, Mpng) = <M;:7NMh7Nf, g), oraz mozliwosci roztozenia jadra zwigzanego z
operatorem M, ;f NMp, N8 na prostsze czgéci; delte w 0, pewna funkcje wolno-malejaca, oraz funkcje biedu
ktéra kontrolujemy uzywajac lematu Van der Corputa (4.34).

Nasze motywacje do studiowania takich funkcji maksymalnych byty spowodowane czgsciowo faktem,
ze niezbyt wiele byto wiadomo o strukturze funkcji h dla ktérych My, f jest stabego typu (1,1). Ro-
dzina F, ozywita dyskusje, na ten temat, rozpoczeta w [2] i rzucita nowe $§wiatto na teorie L' i punktowe
twierdzenia ergodyczne, ktére nie byty tam rozwazane. Warto podkreslié, ze postaé funkcji z F. powoduje
pewne trudnosci, ktére nie wystgpowaty w [79]. MusieliSmy kompletnie zmieni¢ metod¢ aproksymac;ji ja-
dra zwiazanego z operatorem M} M), n w stosunku do metody z [79] i to jest wazna nowa idea w [H3].
Tamto podejscie jest nieadekwatne w naszej sytuacji poniewaz prowadzi do studiowania sum eksponen-
cjalnych z do$¢ skomplikowang funkcjg fazowa i to jest przyczyna dlaczego my preferujemy rozwazaé
zbiory N, N [1, N] w (4.55) zamiast { | h(m)]| : m € [1, N]}.

Tutaj warto wspomniec, ze nasza metoda nie rozstrzyga przypadku ¢ = 1. Warto byloby dowiedziec sig,
na przyktad, czy My, f jest stabego typu (1, 1) dla h(x) = xlogx. Jednak, jesli chodzi o ograniczonosé
na ¢P(Z) funkcji maksymalnej My, f dla p > 1, mozna ja uzyskaé dla wszystkich funkcji h € F, pod
warunkiem, ze ¢ € [1,4/3). Tutaj dla ¢ = 1 warunek (4.52) z Definicji 4.50 musi zosta¢ zmodyfikowany
W nastgpujacy sposob.

Uwaga 4.57. Jesli c = 1, to dodatkowo zaktadamy, ze 9(x) jest dodatnia, malejqca i dla wszystkich e > 0
mamy
1 . x

4.58 —— <ot i lim —— =0.

8gdzie M;, n oznacza operator sprzgzony do Mp, .
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Ponadto
9 219// 319///

(4.59) lim ¥(z) =0, lim = @) _o pim V@) o g T@) g

Z jednej strony nasza metoda dostarcza nowej metody w poréwnaniu do technik rozwinigtych w [2]
ktére pozwalaja bada¢ ograniczonos$¢ na LP Srednich ergodycznych. Z drugiej strony, warto wspomniec,
ze niektore rezultaty na LP dla p > 1 sa zupelnie nowe ze wzgledu na fakt, Ze istnieja funkcje h € F,
ktére nie naleza do ciala Hardyego i nie byty poruszane w [2].

Twierdzenie 4.53 jest gléwnym narz¢dziem w dowodzie nastgpujacego punktowego twierdzenia ergo-
dycznego.

Twierdzenie 4.60 ([H3], Theorem 1.14). Zatézmy, ze ¢ € (1,30/29) i h € F.. Niech (X,B(X),u,T)
bedzie uktadem dynamicznym. Wtedy dla kazdego f € LP(X, u), gdzie p > 1, Srednie ergodyczne

1
(4.61) Apnf(x)

’Nh ﬂ []‘7 N” nENhﬂ[LN}

f(T"zx), dla v € X,

zbiegajq p-prawie wszedzie na X.

4.3.8. Cotlar’s ergodic theorem along the prime numbers [H4]. Niech (X, B, i, S) bedzie uktadem dy-
namicznym z odwracalnym i zachowujacym miar¢ przeksztatceniem S : X — X. W 1955 Cotlar [13]
pokazat punktowq zbieznos$¢ przycigtych ergodycznych transformat Hilberta

S’I’L
lim Z f(5"2) )

N—oo
1<In|<N

dla wszystkich f € L"(u) z 1 < r < co. W [H4] otrzymali§my analogiczny wynik dla liczb pierwszych
P. Niech Py = P N (1, N|. Mianowicie.

Twierdzenie 4.62 ([H4], Theorem 1). Niech (X, B, 11, S) bedzie uktadem dynamicznym. Wtedy dla wszyst-
kich f € L"(n) z1 < r < oo istnieje granica
Sp
lim 1(5%) log [pl,
N—oo pE:I:PN

w-prawie wszedzie na X.

Dzigki zasadzie transferencji, wystarczy rozwaza¢ dyskretna catke singularng z jadrem Calderéna—
Zygmunda K € C'(R\ {0}) spetniajacym warunek
(4.63) o[ K ()] + || K ()] < 1,

dla |z| > 1, wraz z warunkiem skracan

(4.64) sup‘ / K(x)dx| <1,
A>1

1<]z[<A

Calka singularna T' wzdluz zbioru liczb pierwszych jest zdefiniowana, dla funkcji o no$niku skoficzonym
f:7Z — C,jako

Tf(n)= Y f(n—p)K(p)log|p|.
pex+P
Niech Ty bedzie przycigciem operatora T’

Inf(n)= Y. f(n—p)K(p)loglpl|.
peXPnN
Funkcja maksymalna zwiazana z przycigtymi catkami singularnymi wzdtuz zbioru liczb pierwszych P
byta gtéwnym obiektem naszych badain w [H4]. UdowodniliSmy nastgpujace:
Twierdzenie 4.65 ([H4], Theorem 2). Funkcja maksymalna

T f(n) = sup T f(n)],

jest ograniczona na {" (Z) dla dowolnego 1 < r < oco. Ponadto istnieje granica limy_,oo Tn f(n), i jest
réwna transformacie Hilberta T f, ktéra rowniez jest ograniczona na " (7)) dla dowolnego 1 < r < oc.
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Wedlug naszej wiedzy to byt pierwszy dyskretny wynik takiego typu dotyczacy ograniczonosci funkcji
maksymalnej zwiazanej z przycigtymi catkami singularnymi modelowanymi na zbiorze liczb pierwszych.
Dla r = 2, dowdd Twierdzenia 4.65 jest oparty na metodzie tukéw Hardyego—Littlewooda. Jednak nie-
rowno$¢ Weyla zostala zastapiona nierdwnos$cig Vinogradova.

Twierdzenie 4.66 (Nieréwnos¢ Vinogradova). Niech & € [0, 1] bedzie takie, Ze
a 1
-2
q q

dla pewnych 1 < a < q, ¢ € Nz (a,q) = 1. Wtedy istnieje stata C > 0 taka, Ze dla kazdego N € N
manty

(4.67) doo e

pePN[1,N]

< C’log‘lN(]\[q—l/2 + N5 4 ql/le/Q).

Ta nier6wno$¢ byta réwniez kluczowa w dowodzie tréjkowego problemu Goldbacha. Ta idea zostata
wymysSlona przez Bourgaina ([4, 5, 6]) w konteksScie punktowych twierdzen ergodycznych wzdhuz wielo-
mianéw catkowitoliczbowych. Dla r # 2, na poczatku chcieli§my adaptowaé elegancki argument Wierdla
[85] oparty na pewnej szczegdlnej wiasnosci, ktora posiadaja liczby pierwsze. Jednak, okazalo sig, ze ar-
gument w [85] jest niekompletny. Zamiast tego zaproponowali§my inng metode, ktéra naprawia dowdd
Wierdla, a zarazem istotnie upraszcza oryginalny dowdéd Bourgaina.

Warto wspomnie¢, ze Twierdzenie 4.65 rozszerza rezultat lonescu i Waingera [35] do zbioru liczb
pierwszych. Tutaj odsytamy, aby poréwnaé z Twierdzeniem 4.18. Jednak, nasze podejscie jest zupelnie
inne, poniewaz my rozwazamy funkcje maksymalne zwiazane z przycigtymi catkami singularnymi, ktére
sa znacznie bardziej skomplikowanymi obiektami do badania. Ponadto byliSmy w stanie zdefiniowac catke
singularna (jak i ergodyczna catke singularng) jako punktowa granicg jej przycigc.

4.3.9. Discrete maximal functions in higher dimensions and applications to ergodic theory [HS]. Tak
jak juz wspominali§my wczesniej Bourgain uogdélnit punktowe twierdzenie ergodyczne Birkhoffa, poka-
zujac, ze dla dowolnego uktadu dynamicznego (X, B, i, T') na o-skoriczonej przestrzeni miarowej X z
odwracalnym przeksztatceniem zachowujacym miarg 7' §rednie wzdtuz kwadratéw

N
Anf(z) =NV f(173),
n=1
zbiegaja p-prawie wszgdzie na X dla wszystkich f € LP(X, u) z p > 1, (odsytamy do [4, 5]). Niedtugo
po tym w [6], kwadraty zostaly zastapione przez dowolne wielomiany catkowitoliczbowe. Ograniczenie
na zakres parametrow p > 1 w twierdzeniu Bourgaina jest istotne. Ostatnio, Buczolich i Mauldin [11]
pokazali, Ze zbiezno$¢ punktowa A f nie zachodzi na L' (X, i) (odsytamy réwniez do [50]).

W [H5] badali$my szacowania na LP (X, i) dla dyskretnych wielowymiarowych operatoréw Sredniu-
jacych i ich zastosowania do punktowych twierdzen ergodycznych.

Mianowicie, niech (X, B, 1) bedzie o-skoficzong przestrzenia miarowa z rodzing odwracalnych, komu-
tujacych przeksztatceni zachowujacych miare Sy, So, . . ., Sg dlapewnego d € N.Niech P = (Py,...,Py) :
7k — 7% oznacza przeksztatcenie wielomianowe takie, ze P; jest wielomianem catkowitoliczbowym na
ZF, gdzie P;(0) = 0. Zdefiniujmy Srednie

(4.68) AR fe)=N"F 3" p(sPrmsTe . L ghamyg,
neNk,
gdzie Nﬂ“\, ={1,2,...,N }k . Jednym z naszych gléwnych rezultatéw w [HS] jest nastgpujace:

Twierdzenie 4.69 ([H5], Theorem A). Zatoimy, ze p € (1,00). Wtedy dla kazdego f € LP(X, u) istnieje
f* e LP(X, ) taka, Ze

lim AR f(z) = f*(z),

N—oo

w-prawie wszedzie na X.
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Klasyczne podejscie do badania punktowej zbieznosci wymaga ograniczonosci na LP(X, u) funkcji
maksymalnej, dzigki ktérej wystarczy znalez¢ gesta klasg funkcji z LP(X, 1) na ktdrej zachodzi zbiez-
no$¢ punktowa. Jednak w wielu przypadkach znalezienie takiej gestej klasy jest bardzo trudnym zadaniem,
zwlaszcza w problemach z teorii ergodycznej. To na przyktad miato miejsce w przypadku operatora $red-
niujacego Bourgaina wzdluz wielomianéw catkowitoliczbowych stopnia co najmniej 2. Bourgain ominat
te trudno$¢ dla operatoréw A%, w jednowymiarowym przypadku k = d = 1, kontrolujac ich pétnorme
oscylacyjna. Mianowicie niech (n; : j € N) bedzie ciagiem lakunarnym (tzn. nj11 > 2n;), wtedy
péinorma oscylujaca dla ciagu (a,(z) : n € N) funkcji o wartoSciach zespolonych jest zdefiniowana
nastgpujaco

J
Oj(an(z) :neN) = (Z sup  |an(z) — an, (a:)|2)

=11 Sn<nj41

1/2

Bourgain wywnioskowat zbiezno$¢ punktowa na L?(X, ) dla operatoréw AE dowodzac, ze istniejq state
C > 01ic < 1/2 takie, ze dla wszystkich J € N mamy

|0 (ARf : N €N)||,, < CJ°||fl2-

Inna mozliwoscia, rowniez zaproponowana przez Bourgaina [6], aby poradzi¢ sobie z ta trudnoscia, jest
kontrolowanie péinormy r-wariacyjnej, ktora jest bardziej uniwersalnym narze¢dziem do badania punkto-
wej zbieznosci. Przypomnijmy, ze dla r > 1 pétnorme r-wariacyjna V;. dla ciagu (a,(x) : n € N) funkcji
o warto$ciach zespolonych definiujemy nastgpujaco

J 1/r
Vi(an(z) :n € N) =sup sup ( g, (2) — ay, (:c)r> :

Korzysci z badania pétnorm r-wariacyjnych, dla r < oo, sa nastgpujace.

e Po pierwsze dla dowolnego ciagu (a,(z) : n € N), jesli
Vi(an(z) :n € N) < 00
to ciag (an(x) : n € N) jest ciagiem Cauchyego i istnieje granica
Jim an(x).
e Po drugie, pétnorma r-wariacyjna kontroluje norme supremum. A doktadniej dla m € N, mamy

punktowe szacowanie

sup |an(x)] < |am(x)] + 2V; (an(z) : n € N).
neN

e Po trzecie, dla kazdego r > 2, z nieréwnosci Holdera, mamy
Oj(an(z) :neN) < Jl/Qfl/T\/}(an(x) :n € N).

To uzasadnia uzytecznos$¢ pétnorm r-wariacyjnych w badaniu probleméw punktowej zbieznoSci.
W [HS5] bylisSmy w stanie wywnioskowaé Twierdzenie 4.69 z duzo ogdlniejszego rezultatu:

Twierdzenie 4.70 ([H5], Theorem B). Niech p € (1,00) i r > max{p,p/(p — 1)}. Wtedy istnieje stata
Cpr > 0 taka, Ze dla kazdej funkcji f € LP(X, )

(4.7D) Ve (AR f - N € N)| 1, < Cpurllf Il -
Ponadto stata C,, , jest niezalezna od wspotczynnikow wielomianu P.

W $wietle wielowymiarowego wariantu zasady transferencji Calderéna wystarczyto pracowaé na Z¢
zamiast na abstrakcyjnej przestrzeni miarowej X. Wtedy definiujac Srednie

4.72) MEf(x)=N"*3" flz—PW)),

k
yeNY,

dla dowolnej funkcji f : Z¢ — C o no$niku skoficzonym, wystarczyto udowodnié:
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Twierdzenie 4.73 ([H5], Theorem C). Niech p € (1,00) i r > max{p,p/(p — 1)}. Wtedy istnieje stata
Cp.r > 0 taka, Ze dla kazdej funkcji f € €P(Z%) mamy

(4.74) Ve (MZf = N €N)|lp < Cpillfll o
Ponadto stata C,, . jest niezalezna od wspotczynnikow wielomianu P.

Twierdzenie 4.73 jest gtéwnym rezultatem w [HS], ktére uogélnia jednowymiarowy rezultat Krausego
[44]. Dowéd w istotny sposéb odwotuje si¢ do wynikéw dla funkcji maksymalnej zwiazanej z M . Mia-
nowicie do Twierdzenia 4.75, ktére jest wielowymiarowym odpowiednikiem maksymalnego twierdzenia
Bourgaina [6].

Twierdzenie 4.75 ([H5], Theorem D). Niech p € (1, 00|, wtedy istnieje stata C), > 0 taka, Ze dla kazdej
funkcji f € (°(Z9) mamy

(4.76) I'sup [ME ]l o < Coll fllo-
NeN

Ponadto stata C,, jest niezalezna od wspotczynnikow wielomianu P.

Prace Bourgaina [4, 5, 6] zapoczatkowaly do$¢ szerokie badania zaréwno w punktowe;j teorii ergodycz-
nej [2, 31, 33, 44, 85] jak i w dyskretnych odpowiednikach klasycznych operatoréw [33, 32, 34, 35, 54,
55, 60, 64, 65, 66, 72, 73, 74, 75]. Wariacyjne nieréwnosci w analizie harmonicznej i teorii ergodycznej
byly tematem wielu prac [38, 39, 44, 62, 87] warto tez zwrdci¢ uwage na referencje w tych pracach, jak
réwniez na prace [59, 61].

Nasze motywacje do badania punktowej zbieznosci operatoréw Sredniujacych w (4.68) byty zainspi-
rowane praca lonescu, Magyara, Steina i Waingera [33]. W ktdrej rozwazane byly zbieznoSci punktowe
pewnych niekomutatywnych wariantéw operatoréw Sredniujacych modelowanych na przeksztalceniach
wielomianowych stopnia co najwyzej 2. Potrzeba zrozumienia ograniczenia nalozonego na stopiefi wie-
lomianéw w [33], doprowadzita nas, w szczeg6lnosci, do Twierdzenia 4.73 i Twierdzenia 4.75. Ponadto
ostatnia praca Krausego [44] zainspirowata nas do badania norm wariacyjnych w wielu wymiarach —
Twierdzenie 4.73 — ktore z kolei doprowadzito do nowego argumentu uzasadniajacego zbieznos¢ punk-
towa w stosunku do argumentéw uzytych w [33].

Nasz cel w [H5], w stosunku do wcze$niejszych prac, byl nastgpujacy. Po pierwsze, chcieliSmy ostabic
zatozenia nalozone na stopienn wielomianu w [33]. Po drugie, interesowaly nas szacowania wariacyjne, a
po trzecie, dostaliSmy szacowania w (4.74) i (4.76) jednostajne ze wzgledu na wspdtczynniki przeksztat-
cen wielomianowych.

Ten fakt, a doktadniej szacowania jednostajne w (4.76) pozwolity nam mysle¢ o wieloparametrowych
dyskretnych operatorach catek singularnych i funkcjach maksymalnych. Ostatnio wraz z Jimem Wrightem
rozwazaliSmy pewna dwuparametrowa funkcje maksymalna i pokazaliSmy:

Twierdzenie 4.77. Niech P : 7? — 7 bedzie wielomianem. Dla (x,y,z) € Z3 definiujemy funkcje
maksymalng

M N
Mf(z,y,z) = MS%EN Mﬁ Z: ;f(x —m,y—n,z— P(m,n))‘
Wredy dla kazdego 1 < p < oo, istnieje stata C, > 0 taka, ze dla wszystkich f € (P(Z3) mamy
(4.78) [MSller(z) < Cpll fller(z)

W dowodzie Twierdzenia 4.77 musieliSmy wiele razy uzasadnic, ze funkcja

ZBmHsup—Zf —n,z— P(m,n))|,
NeN

jest ograniczona na ¢P(7Z) jednostajnie ze wzglgdu na m € [1, M], i jednostajna nier6wnos¢ z (4.76) byta
nieoceniona.

Nier6wnos$¢ (4.76) odegrata réwniez wazna rolg w jednoparametrowej teorii, na przyktad byta dosé
istotna w projekcie ze Steinem i Trojanem dotyczacym ograniczonosci na ¢P dla funkcji maksymalnej
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zwiazanej z przycigtymi transformatami Radona. Mianowicie w [A3] pokazaliSmy, ze dla kazdego p €
(1, 00) istnieje C}, > 0 taka, ze zachodzi nastgpujaca nieréwnos¢

(4.79) | Sup TR F @) o < Coll Fller,s

gdzie T ]7\? f jest przycigta transformata Radona modelowana na P,

Tif@)= Y fla—Pu)Ky),
yEZR\{0}
gdzie K jest jadrem Calderéna—Zygmunda na R”, a Zﬂfv = {-N,...,—1,0,1,...,N}*. W dowodzie
nieréwnosci (4.79) musieliSmy zastgpi¢ supremum po zbiorze liczb naturalnych N przez supremum po
zbiorze liczb diadycznych {2" : n € N U {0}}. Poniewaz operatory T4, nie sa dodatnie musieliSmy by¢
do$¢ ostrozni, na szczescie dla N € [27, 2" 1) zachodzi nastgpujace punktowe szacowanie

T8 f ()] < C(1T3 f ()| + ME|f|(2)),
dla pewnej statej C' > 0.

Dowdéd Twierdzenia 4.75 jest oparty na pomysle Ionescu i Waingera [35], gdzie pokazano ograni-
czono$¢ na #P dyskretnej transformaty Radona przez roztozenie wyjSciowego operatora na dwie czesci,
pierwsza kontrolowalna w ¢? i druga kontrolowalna w ¢2. Méwiac doktadniej juz w kontekscie naszego
operatora, dla kazdego € € (0,1] i A > 0 byliSmy w stanie znalez¢ operator A?‘V’g taki, ze

| J%lé%\Mﬁf - AJA\}Ef\H@ < DAl 2
i dla wszystkich p € (1, 00)
| sup JAN Il o < CX°N fl -

Z pomocg tych dwoch oszacowari i pewnej techniki interpolacyjnej z [35] pokazaliSmy (4.76). Uzywajac
tego pomystu w naszej sytuacji zbudowalismy zupetnie nowa teorie £2 i 7 w stosunku do teorii Bourgaina
[6] czy Ionescu, Magyara, Steina i Waingera [33]. Poniewaz p6tnorma r-wariacyjna kontroluje norme¢
supremum dla kazdego > 1, wystarczylto jedynie badaé pétnorme r-wariacyjna na ¢2. Teoria ¢ dla
operatoréw Sredniujacych wzdtuz wielomianéw w [6] zostata oparta, w gtéwnej mierze, na metodzie
tukéw Hardyego i Littlewooda oraz na lemacie logarytmicznym Bourgaina (odsytamy do [6], réwniez do
[47]).

Lemat Bourgaina. Zafézmy, ze )\1 < ...< Mg € Rorazdla kazdego j € N zdefiniujmy otoczenia

= J
={6eR: min |6 M| <27}

Wtedy istnieje stata C > 0 taka, Ze

< Clog K)?1fll 2

]

JEN L2(d

dla kazdej funkcji f € L?(R).

Mimo tego, ze lemat Bourgaina jest interesujacy sam w sobie, i okazat si¢ by¢ bardzo uzytecznym
narzgdziem w problemach dyskretnych, to znalazt on ogromne zastosowanie w analizie time-frequency
(odsytamy do [17, 48, 78]). Ostatnio, Nazarov, Oberlin i Thiele [59] wprowadzili tzw. “multi-frequency”
rozktad Calderéna—Zygmunda i uogdlnili lemat Bourgaina na przestrzenie LP. Ponadto dostarczyli réw-
niez szacowan wariacyjnych (warto réwniez zobaczy¢ [61]). Alternatywny dowdd i pewne modyfikacje
pracy [59] zostaty zaprezentowane przez Krausego w [45], a p6Zniej wykorzystane przez niego do szaco-
wan wariacyjnych dla jednowymiarowego operatora Sredniujacego Bourgaina w [44].

Tutaj zaproponowaliSmy zupelnie inne, nowe podejscie. Nasz gtéwny pomyst opiera si¢ na elementar-
nej nierdwnos$ci numerycznej

s ,257i 1 o 1/2
(4.80) Vi(aj:0<j < 22( > ‘ A(j+1)2i — Qji )

7=0

dla pétnorm r-wariacyjnych dla ciagu (a; : 0 < j < 2%). Ta nieréwnos¢ pozwolita nam bezposrednio
analizowa¢ mnozniki przyblizajace bez odwolywania si¢ do lematéw typu logarytmicznego Bourgaina.
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Strategia dowodu ograniczonosci na (P jest dos¢ tatwa. PoréwnaliSmy dyskretna norme || - ||s» naszych
mnoznik6w przyblizajacych z ciagta norma || - ||z» pewnych mnoznikéw o ktérych, a priori, wiemy, ze
sq ograniczone na LP. Jednak to tylko daje dobre szacowania kiedy rozwazamy duze skale ze wzgledu
na parametr IV, ktéry jest dobrany do A z rozktadu Ionescu—Waingera. Ta idea w potaczeniu z technika
inetrpolacyjna Ionescu—Waingera nie byta badana w tym kontekscie i daje nowy dowdd ograniczonoSci
na /P dla duzych kostek.

Mate kostki sg zatatwione przez pewna restrykcyjng nierdwno$¢ maksymalna, ktéra jest ograniczona
na /P z logarytmiczna strata w normie (4.72). Jest to oryginalny pomyst Bourgaina [6], ktéry pozwolit mu
uzyskac ograniczono$¢ na ¢ dla pelnego zakresu p > 1. My adaptowaliSmy tutaj ten pomyst do sytuacji
wielowymiarowej podajac troszke inny dowdd tego faktu, zarazem uzyskujac dowdd Twierdzenia 4.75.
Na koniec majac udowodnione Twierdzenie 4.75 dla wszystkich 1 < p < oo i Twierdzenie 4.73 dlap = 2
iwszystkich 2 < r < oo wykorzystaliSmy argument interpolacyjny Krausego i otrzymali$my Twierdzenie
4.73 dla wszystkich 1 < p < coir > max{p,p/(p — 1)}.

5. POZOSTALE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE
5.1. Analiza harmoniczna i dyskretna analiza harmoniczna. Prace [A1]-[A4] i [B1]-[B3].

5.1.1. Dyskretne operatory typu Radona i ich zastosowania do teorii ergodycznej [A1], [A2], [A3]i [B2].
W [A1], [A2] i [A3] wspdlnie ze Steinem i Trojanem zbudowali$my dyskretny odpowiednik teorii funkcji
kwadratowej Littlewooda—Paley. Wedtug naszej wiedzy jest to pierwsza taka konstrukcja w dyskretnej
analizie harmonicznej. Pytanie o istnienie takiej teorii bylo jednym z najwazniejszych pytan w tej dziedzi-
nie, ktére przyciagato uwage specjalistéw od ponad 25 lat. Nasza metoda okazata si¢ by¢ bardzo silnym
narzedziem, pozwalajacym studiowaé wiele dyskretnych operatoréw.

Niech P = (Py,...,Py) : ZF — 79 bedzie przeksztatceniem wielomianowym jak w poprzednim
podrozdziale. Ponadto zat6zmy, ze K € C*(R* \ {0}) jest jadrem Calderéna-Zygmunda speniajacym
(5.1) ly*IK ()] + |y VE (y)] < 1
dla wszystkich y € R¥ z |y| > 1 oraz warunek skracari
(5.2) Sup‘/ K(y)dy| <1.

A>1 I yl<A
Dla funkcji f : Z¢ — C o skoficzonym nosniku, definiujemy przyciete transformaty Radona
(5.3) TN = 3 fle—Pw)K(@)
y€BN\{0}

gdzie By = {y € Z* : |y| < N}. W [A3] udowodnilismy, ze dla kazdego p > 1 istnieje stata C), > 0
taka, ze dla kazdej funkcji f € ¢P(Z%), mamy

(5.4) | sup |78 1l ;o < Coll fllev-
NeN

Nier6wnos¢ (5.4) natychmiastowo implikuje twierdzenie Ionescu i Waingera [35], ktére daje ograniczo-
no$¢ na ¢7(Z%) dlap > 1 dyskretnej singularnej transformaty Radona

TPf@)= 3 [fle—Pu)K(y).
yeZF\{0}
Pomimo obszernych studiow w dyskretnej analizie harmonicznej, funkcje maksymalne zwigzane z opera-
torami T]\? nie byty w ogdle badane. W szczegdlnosci, w [A3] udowodnili§my duzo wigcej, i nieréwnos¢é
(4.76) z poprzedniego podrozdziatu oraz (5.4) wynikaja z szacowan wektorowo-wartoSciowych:

Twierdzenie 5.5. Dla kazdego 1 < p < oo istnieje stata Cp, > 0 taka, zZe dla wszystkich (f; : t € N) €
v (02(29)), mamy’

(5.6) H(Z

teN

(S1s2)”

teN

1/2
sup |M]7$ft|2)
NeN

+ H(Z sup |Tﬁft|2>l/2H <Gy
yag yig

teN VEN /P

Ponadto stata C,, jest niezalezna od wspotczynnikow wielomianu P.

1/2

DT (T (e

< oo} dla wszystkich 1 < p < oo.
Y23
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Nasze podejscie zaowocowato jednolity teoria, ktéra z jednej strony pozwala wydedukowacé maksy-
malne rezultaty Bourgaina [4, 5, 6], z drugiej strony twierdzenie lonescu i Waingera dla dyskretnej trans-
formaty Radona [35]. Ponadto dostaliSmy jednostajne szacowania ze wzgledu na wspdlczynniki wie-
lomianu oraz wielowymiarowy odpowiednik twierdzenia maksymalnego Bourgaina z zupetnie nowym
dowodem.

Operatory (5.3) maja réwniez interpretacje ergodyczna. Jesli rozwazymy operatory

(5.7) HRf@) = Y F(SPWsPY . sP ) K (y)

yeBR\{0}
na odpowiedniej przestrzeni miarowej (X, B, ) z odpowiednig rodzing przeksztalceri zachowujacych
miarg S1, So,...,S4 to widzimy, Ze operatory Hﬁ pokrywaja si¢ z operatorami T]\? odpowiednio'. W

[A2] udowodniliSmy nastgpujace:
Twierdzenie 5.8. Niech p > 1, wtedy dla kazdej funkcji f € LP(X, p) istnieje f* € LP(X, ) takie, Ze
(5.9) lim HYf(z) = f*(z)
N—oo
w-prawie wszedzie na X.

Twierdzenie 5.8 z Hﬁ moze by¢ uwazane za uogdlnienie twierdzenia ergodycznego Cotlara [13], ktére
moéwi, Ze granica
y [

n

lim
N—oo
0<|n|<N

istnieje p-prawie wszedzie na X dla kazdej funkcji f € LP(X,pu) zp > 1.

Odwotujac si¢ do wariantu zasady transferencji Calderéna Twierdzenie 5.8 mozna wywnioskowac z
nastgpujacego:
Twierdzenie 5.10. Dla kaidego p > 1 oraz v > 2 istnieje stata C), > 0 taka, Ze dla wszystkich funkcji
f € °(Z%), mamy

(5.11) |Ve(MEF: N €N, + Ve (TFF : N N[, < G,

r
r—2

[1fller-

Ponadto stata C,, jest niezalezna od wspotczynnikow wielomianu P.

Twierdzenie 5.10 daje optymalny zakres parametréw r > 2 rozszerzajac wynik z Twierdzenia 4.73 dla
operatoréw MY z poprzedniego podrozdziatu, ktére dawato zakres r > max{p,p/(p — 1)}. W dowodzie
nasza konstrukcja dyskretnej teorii Littlewooda—Paley byla nieoceniona. Ponadto metody z [A2] daja
nowe dowody rezultatéw z [B2].

5.1.2. Dwuparametrowa wersja lematu logarytmicznego Bourgaina [A4]. W [6] Bourgain pokazat, ze
jesliI" C R jest skoficzonym zbiorem czgstotliwosci, spetniajacym warunek separowania, tzn. dla kazdego
1,72 € T, jesliy1 # 72, to |71 — 2| > 1. Wtedy istnieje stata C' > 0 taka, ze dla wszystkich f € L*(R)
mamy

2
< C(log|T :
oy < COOBITD 12

|sup| > F (L Fh)||

neN ~er

gdzie F oznacza transformate Fourierana R, A) = v+ A,, oraz A,, = (=271, 27" 1) dlan € NU{0}.
Ta nieréwno$¢ odegrata fundamentalng rolg w dowodzie punktowego twierdzenia ergodycznego wzdiuz
kwadratéw dla funkcji z £2(Z). Pézniej Lacey [48] pokazat jej uzyteczno$é w problemach z analizy time-
frequency.

W [A4] wspdlnie z Krause i Trojanem potrafimy udowodnié jej dwuparametrowy wariant. Mianowicie,
jesli A jest skoficzonym podzbiorem Qle X Qy 17, dla pewnych Q1, Q2 € N spetniajacym warunek
separowalnosci, wtedy istnieje stata C' > 0 taka, ze dla wszystkich f € L?(R?)

| s |[SSFtan, F|| , < Cloglog (Quy/IAl) -oglog (@z/IAN) 1712
AEA

ni,n2€N nn2
1OWyStarczy wzia¢ X = 2%, B = P(Zd) o-algebre wszystkich podzbioréw Z¢, y = | - | miare liczaca na Z% oraz
S]Z-’ : % — 7. operator przesunigcia na j-tej wspétrzednej, tzn. Sjy(xl, cosd) = (1,.. ., 25 —y,...,zq)dlaj=1,2,....d

iy € Z.
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gdzie R)) iy = A+ Ap, X Ay, oraz F jest transformata Fouriera na R?. Jest to wazna nier6wnos¢ w

$wietle ostatnich badan z Jimem Wrightem dotyczacych ograniczonosci na ¢P(Z3) dla p > 1 dyskretnych
dwuparametrowych funkcji maksymalnych. Odsytamy do Twierdzenia 4.77.

5.1.3. Hipoteza Hardy-Littlewooda [B3]. W 1935 roku Hardy i Littlewood w [26] sformutowali nastg-
pujaca hipoteze, ze dla kazdego p > 2 istnieje stala C,, > 0 taka, ze dla kazdego zbioru A C N i kazdego
ciagu (a, : n € A) C C spetniajacego sup,,c 4 |an| < 1, mamy

Z ane%mg‘ <CpH Z e%mg‘

nEAN[L,N] Lr(T.d¢) nEAN[L,N]

LP(T,d¢)

Uzywajac twierdzenia Plancherela, dos¢ tatwo pokazac, ze ta nieréwnos$¢ jest spetniona dla wszystkich
parzystych p € N. Jednak nie byto wiadomo co z pozostatymi p? W latach siedemdziesiatych pokazano,
ze hipoteza Hardyego i Littlewooda jest falszywa. Z drugiej strony w 2005 Green [22] udowodnit, ze nie-
réwno$¢ Hardyego i Littlewooda zachodzi dla zbioru liczb pierwszych. W [B3] wraz z Krause i Trojanem
konstruujemy pewna szeroka klase zbioréw dla ktérych ta hipoteza zachodzi. Mianowicie rozwazamy
zbiory postaci {n € N : {¢(n)} < ¥(n)}, gdzie p(x) i 1(x) sa odpowiednio odwrotnosciami funkcji
x¢Li(x) dlac € [1,2] i xLa(x), a Li(x), Lo(x) sa pewnymi funkcjami wolnozmieniajacymi sig. Jest to
wazna nieréwno$¢ w analizie harmonicznej i teorii liczb, poniewaz z jednej strony, jesli jest prawdziwa
dla pewnego p € (2,3), to mozna wykazaé, ze w zbiorze A istnieje nieskorficzenie wiele postepéw aryt-
metycznych dlugosci co najmniej trzy. Z drugiej strony, jesli udatoby si¢ pokazaé jej prawdziwosé dla
tak zwanych zbioréw restrykcyjnych, to wtedy natychmiastowo implikuje ona pelna hipotezg restrykcji i
problem Kakeyi — dwa bardzo trudne, nierozwiazane, problemy w analizie harmoniczne;j.

5.1.4. Wieloliniowe lokalne twierdzenie T'(b). W [B1] wspélnie z Thiele udowodniliSmy pierwsze lo-
kalne wieloliniowe twierdzenie 7'(b) dla doskonatych jader Calder6na—Zygmunda. Méwimy, Ze operator
jest doskonatym operatorem Calderéna—Zygmunda, jesli jego jadro jest state na kazdej kostce diadycznej,
ktéra nie przecina przekatnej. Twierdzenia 7'(b) dostarczaja narzedzi w teorii operatoréw singularnych,
ktére pozwalaja weryfikowaé ograniczono$¢ tych operatoréw na LP dla p > 1. Do tej pory byly znane
jedynie wieloliniowe twierdzenia 7'(1). Jednak w zastosowaniach testowanie ograniczonosci operatoréw
wieloliniowych na funkcjach stale réwnych 1 czgsto bywa bardzo trudne i dlatego tak wazna jest moz-
liwos$¢ testowania ich ograniczono$ci na szerszej klasie funkcji. Nasze wieloliniowe lokalne twierdzenie
T'(b) rézni si¢ od wezesniej rozwazanych lokalnych twierdzer T'(b) przez to, ze udato nam si¢ sformu-
towaé naturalne i tatwe do sprawdzenia, konieczne i dostateczne, warunki na ogélne funkcje b. Wedtug
naszej wiedzy te warunki nie byly wczesniej znane w literaturze i sa konieczne dla naszego podejscia.

5.2. Teoria prawdopodobienstwa. Prace [B4]-[B9]. Artykuty [B5], [B8] i [B9] stanowily moja roz-
prawe doktorska.

5.3. Rekursje stochastyczne [B5S], [B6], [B8], [B9]. Rekursja stochastyczna nazywamy ciag postaci
X% = Y (XZ_,),dlan € N, gdzie X§ = z € R? oraz (¥y,)nen jest ciagiem (i.i.d.) przeksztatcen
Lipschitzowskich przestrzeni euklidesowej R? w siebie, ze stata Lipschitz’a L,, < co. Macierzowa re-
kursja afiniczna X2 = ¢, (XZ%_,) = M, X%, + Qy € RY, gdzie (M,,, Q,) € GI(RY) x R? jest chyba
najlepiej znanym przyktadem rekursji stochastycznej, [7, 9, 19, 20, 44]. Méwimy, ze (X! ),en ma roz-
wiazanie stacjonarne S o rozktadzie v, jesli S =4 ¢1(S), gdzie =4 oznacza réwnos¢ wedtug rozktadu.

Teraz mozemy sformutowac jedno z najwazniejszych pytan dla rekursji stochastycznych. Mianowicie,
czy istnieje o > 0 dla ktdrej rozwigzanie stacjonarne v rekursji (X7), ey ma cigzki ogon z wyktadnikiem
a > 0, a dokladniej, czy ponizsza granica

tlim tv({z eR:|z| >t}) =C >0, istniejeiczy jest dodatnia?
—0Q0

W ostatnim czasie ten problem byt badany przez wielu autoréw w kontekscie réznych ciekawych rekurs;ji,
[9, 44]. Nam udato si¢ wprowadzi¢ warunki, ktére pozwalaja badaé ten problem dla ogdélnych rekursji
Lipschitzowskich przy warunku Craméra. Dzigki tym warunkom uzyskuje si¢ szeroka klase rekursji ma-
jacych wilasnos¢ cigzkiego ogona. Ponadto nalezy podkreslié, ze nasze warunki pozwalaja (co jest dos¢
wygodne i wczesniej nie byto mozliwe) uniezalezni¢ si¢ od konkretnych wzoréw.

Zalozenia ([B8]). Dla t > 0, niech 1, : RY — R? bedzie zdefiniowane nastepujaco n(r) =
thn (t7 1), gdzie v € R4,
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1. Istnieje odwzorowanie 1, : R? — RY takie, ze limy_q () = 1, (2) dla kazdego x € RY
i, (x) = Myx dla kazdego x € supp v. Zmienna losowa M, o rozktadzie Ti przyjmuje swoje
wartosciw G = R x K, gdzie K jest domknigtq podgrupa grupy ortogonalnej O(RY).

2. Istnieje zmienna losowa N, taka, ze 1y, spetnia [y, (x) — Myx| < |Ny|, dla kaidego = € RY.
Niech k(s) = E|M,|* dla s € [0, sc), gdzie Soo = sup{s € Ry : k(s) < oo}. Zaktadamy, ze G jest
najmniejszq domknigtq potgrupq generowanq przez suppp.

3. M, spetnia warunek Craméra z wyktadnikiem o > 0, tzn. istnieje o € (0, Soo) takie, Ze k(o) =

E([Mp|%) = 1.
4. Rozktad warunkowy log | M, |, pod warunkiem, ze M, # 0 jest niearytmetyczny. Ponadto mamy
E(|M,|*| log | My,]||) < oo, E(|Np|%) < 00, i Ly, < |My].

W [B8], przy powyzszych zatozeniach, udowodniliSmy, Ze istnieje doktadnie jedno rozwiazanie sta-
cjonarne S o rozktadzie v dla rekursji (XZ),cn, ponadto istnieje jedyna miara Radona A na R? \ {0}
taka, ze limgeq g0 || “Ef(9S) = A(f), dla odpowiednich funkcji f. Majac dodatkowe zatozenia
momentoéw umiemy wykazaé, ze A jest niezerowa. W szczegdlnosci dostajemy, ze v ma cigzki ogon z
wyktadnikiem o > 0. Jesli o € (0, 2], to wyzej wymieniony rezultat ma bardzo giebokie konsekwen-
cje. Mianowicie w [B8], pokazaliSmy (rozszerzajac wyniki z [7] dla iteracji afinicznych), Ze istnieja ciagi
(@n,a)nen 1 (dn,a)nen dla ktérych zmienne losowe 1/ay, o > 11 X — dp o zbiegaja stabo do rozktadu
a-stabilnego. To twierdzenie jest szczegdlnie wazne w rachunku prawdopodobienistwa, poniewaz z jednej
strony rekursje stochastyczne sa wazna klasa tancuchéw Markowa, z drugiej strony dostajemy a-stabilne
twierdzenie graniczne dla zaleznych zmiennych losowych (X7),en. Dowdd tego twierdzenia jest dosé
skomplikowany i $ciSle analityczny, ale okazatl si¢ by¢ na tyle ogdlny, ze znalazt aplikacje w innych sytu-
acjach [B6], [B7].

5.4. Uogoélnione wielowymiarowe rownanie afiniczne [B4], [B5]. Niech I' bgdzie multiplikatywna
podpétgrupa grupy GI(R?) ztozona z macierzy o wyrazach nieujemnych takich, ze w kazdej kolumnie
1 w kazdym wierszu znajduje si¢ co najmniej jeden wyraz dodatni.

Niech A bedzie ['-wartoSciowa macierza losowa, bedziemy rozwaza¢ uogdlnione wielowymiarowe
réwnanie afiniczne (uwra) R =4 SV A;R; + B, gdzie N > 2 jest ustalona liczba naturalna, A;, ..., Ay
sa niezaleznymi kopiami A, B € R¢ jest wektorem losowym o wyrazach nieujemnych, a Ry ..., Ry sa
niezaleznymi kopiami R € R?, o wyrazach nieujemnych. Ponadto wszystkie zmienne losowe sa nieza-
lezne. Ostatnio w [B5], (bgdac motywowani rezultatami z [8]), uzywajac metod spektralnych Guivarc’ha
i Le Pagea [19, 20] oraz twierdzenia odnowy Kestena [41], pokazaliSmy, ze przy pewnych dodatkowych
zatozeniach, istnieje wyktadnik x > 0, taki ze granica lim; .o tXP({(R,u) > t}) = C\(u) > 0, istnieje
dla kazdego u € S?~! o wyrazach nieujemnych. Ponadto jesli x > 1, to Cy,(u) > 0.

Jednowymiarowa wersja réwnania (Uuwra) byta badana przez Jelenkovica i Olvera—Cravioto [37] w
kontekscie algorytmu Google PageRank. Aby dowiedziec si¢ wigcej o algorytmie Google PageRank warto
odwiedzi¢ strong http://en.wikipedia.org/wiki/PageRank.
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