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Streszczenie

W niniejszej rozprawie przedstawiamy algorytmy dla problemów zwi⇤zanych z szeroko po-
j⌅t⇤ spójno⇧ci⇤ grafu: problemu wyznaczania spójnych sk⇥adowych, problemu wyznaczania
minimalnego drzewa spinaj⇤cego, problemu ustalania kraw⌅dziowej spójno⇧ci i problemu
wyznaczania minimalnego ci⌅cia, w modelu MPC i w blisko z nim zwi⇤zanym modelu Con-
gested Clique. Mimo tego, ⌃e w rozprawie skupiamy si⌅ na tych dwóch modelach oblicze�,
niektóre z zaproponowanych technik algorytmicznych s⇤ do⇧⌥ ogólne i maj⇤ zastosowania
tak⌃e w innych modelach oblicze�.

Model MPC (ang. Massively Parallel Computation) [Karlo�, Suri, Vassilvitskii, SODA’10 ]
zosta⇥ zaproponowany jako teoretyczna abstrakcja frameworku MapReduce [Dean, Ghemawat,
OSDI’04 ]. MPC mo⌃e by⌥ równie⌃ traktowany jako formalizm dla analizy wielu innych
modeli i frameworków oblicze� równoleg⇥ych i rozproszonych, takich jak Spark [Zaharia,
Chowdhury, Franklin, Shenker, Stoica, HotCloud’10 ], model Congested Clique [Lotker, Patt-
Shamir, Pavlov, Peleg, SPAA’03, SICOMP’05 ], model Bulk Synchronous Parallel [Valiant,
Commun. ACM, 1990 ] i model Coarse-Grained Multicomputers [Dehne, Fabri, Rau-Chaplin,
Int. J. Comput. Geom. Appl., 1996 ]. W MPC obliczenia s⇤ wykonywane przez zbiór proce-
sorów w synchronicznych rundach. Ka⌃da runda sk⇥ada si⌅ z fazy oblicze� lokalnych i fazy
komunikacji. G⇥ówn⇤ miar⇤ z⇥o⌃ono⇧ci algorytmu w modelu MPC jest liczba rund potrzebna
do rozwi⇤zania rozwa⌃anego problemu algorytmicznego.

W rozdziale 2 prezentujemy deterministyczny O(1) rundowy algorytm dla problemu wyz-
naczania drzewa spinaj⇤cego i problemu wyznaczania minimalnego drzewa spinaj⇤cego w
modelach Congested Clique i MPC. Ten wynik ko�czy badania nad problemem wyznaczania
minimalnego drzewa spinaj⇤cego w modelu Congested Clique, które by⇥y zainicjowane w 2003
roku przez Lotkera i in. [SPAA’03,SICOMP’05 ]. Lotker i in. zaproponowali deterministy-
czny algorytm o z⇥o⌃onosci rundowej O(log log n). Wynik ten by⇥ stopniowo poprawiany w
pó�niejszych pracach, które opisuj⇤ zrandomizowane algorytmy o coral lepszej z⇥o⌃ono⇧ci run-
dowej: O(log log log n) rundowy algorytm [Hegeman, Pandurangan, Pemmaraju, Sardesh-
mukh, Scquizzato, PODC 2015 ], O(log� n) rundowy algorytm [Gha�ari, Parter, PODC
2016 ] i w ko�cu nasz O(1) rundowy algorytm [Jurdzi⇥ski, Nowicki, SODA’18 ]. Algorytm
opisany w rozdziale 2 poprawia nasz O(1) rundowy algorytm, poniewa⌃ jest istotnie prostszy
i nie wymaga u⌃ywania losowo⇧ci. Ponadto, technika której u⌃ywamy w obydwu algoryt-
mach mo⌃e by⌥ równie⌃ zastosowana w modelu Broadcast Congested Clique, gdzie przy jej
pomocy uzyskali⇧my O(log n/ log log n) rundowy algorytm dla problemu wyznaczania drzewa
spinaj⇤cego, przedstawiony w rozdziale 5.

W rozdziale 3 prezentujemy nowy rodzaj losowych kontrakcji, który pozwoli⇥ zaprojek-
towa⌥ lepsze algorytmy dla problemu ustalania kraw⌅dziowej spójno⇧ci (wyznaczania min-



imalnego ci⌅cia w prostych, niewa⌃onych grafach) w kilku modelach oblicze�. W rozdziale
3 opisujemy zastosowanie naszej techniki w modelach MPC i Congested Clique, gdzie poz-
woli⇥a uzyska⌥ O(1) rundowy algorytm dla problemu ustalania kraw⌅dziowej spójno⇧ci, który
zwraca poprawny wynik z du⌃ym prawdopodobiestwem. Jedn⇤ z g⇥ównych zalet nowego
rodzaju losowych kontrakcji jest prostota, która pozwala na zastosowanie tej techniki w
ró⌃nych modelach oblicze�. W szczególno⇧ci, w rozdziale 5 omawiamy zastosowania naszej
techniki w modelu oblicze� sekwencyjnych oraz w modelu oblicze� rozproszonych CONGEST.

W rozdziale 4 prezentujemy algorytmy dla problemu wyznaczania minimalnego ci⌅cia w
grafie, dla modelu MPC: O(1) rundowy algorytm u⌃ywaj⇤cy maszyn z lokaln⇤ pami⌅ci⇤ o
rozmiarze Õ(n) i sumaryczn⇤ pami⌅ci⇤ Õ(m) oraz O(log n·log log n) rundowy algorytm znaj-
duj⇤cy (2+�)-aproksymacj⌅ minimalnego ci⌅cia, u⌃ywaj⇤cy maszyn z lokaln⇤ pami⌅ci⇤ O(n�)
i sumaryczn⇤ pami⌅ci⇤ Õ(m). Oba algorytmy s⇤ oparte na technikach zaproponowanych
przez Kargera: na technice losowych kontrakcji [Karger, SODA’93, SODA’94 ] i na technice,
która by⇥a zastosowana aby usyska⌥ pierwszy sekwencyjny algorytm dla problemu wyznacza-
nia minimalnego ci⌅cia ze z⇥o⌃ono⇧ci⇤ czasow⇤ O(m poly(log n)) [Karger, STOC’96, JACM
2000 ]. Naszym g⇥ównym wk⇥adem do bada� nad problemem wyznaczania minimalnego ci⌅-
cia w modelu MPC jest dostosowanie technik Kargera do modelu MPC w sposób, który
pozwala uzyska⌥ algorytmy z ma⇥⇤ z⇥o⌃ono⇧⌥ rundow⇤, bez zwi⌅kszania zapotrzebowania na
sumaryczn⇤ pami⌅⌥.
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Abstract

In this dissertation we propose several algorithms for the problems related to broadly under-
stood graph connectivity: the Connected Components problem, the Minimum Spanning Tree
problem, the Edge Connectivity problem and the Minimum Cut problem, in the Massively
Parallel Computation model, and closely related Congested Clique model. Even though we
mostly focus on those two models, some of the developed techniques are quite general and
find applications also in other models of computation.

The Massively Parallel Computation model [Karlo�, Suri, Vassilvitskii, SODA’10 ] (or
shortly, the MPC model) was proposed as a theoretical abstraction for the MapReduce frame-
work [Dean, Ghemawat, OSDI’04 ]. However, it also characterizes many other parallel and
distributed models and frameworks, e.g., Spark framework [Zaharia, Chowdhury, Franklin,
Shenker, Stoica, HotCloud’10 ], Congested Clique model [Lotker, Patt-Shamir, Pavlov, Peleg,
SPAA’03, SICOMP’05 ], Bulk Synchronous Parallel model [Valiant, Commun. ACM, 1990 ],
and Coarse-Grained Multicomputers model [Dehne, Fabri, Rau-Chaplin, Int. J. Comput.
Geom. Appl., 1996 ]. In MPC, the computation is performed by a set of processors, in
synchronous rounds. Each round consists of the phase of local computation and the phase
of communication. The main complexity measure of an MPC algorithm is the number of
rounds it needs to solve a considered algorithmic problem.

In Chapter 2 we present a deterministic O(1) round algorithm for the Spanning Forest
problem and the Minimum Spanning Tree problem, for Congested Clique and MPC models.
This result concludes the studies of the MST problem in Congested Clique model, initiated
in 2003 by Lotker et al. [SPAA’03,SICOMP’05 ]. Lotker et al. proposed a deterministic
algorithm with round complexity O(log log n). There is a sequence of papers, presenting
randomized MST algorithms with improved round complexity: an O(log log log n) round
algorithm [Hegeman, Pandurangan, Pemmaraju, Sardeshmukh, Scquizzato, PODC 2015 ],
an O(log� n) round algorithm [Gha�ari, Parter, PODC 2016 ] and finally our O(1) round
algorithm [Jurdzi⇥ski, Nowicki, SODA’18 ]. The algorithm described in Chapter 2 further
improves on our O(1) round algorithm, as it is deterministic and much simpler. Furthermore,
a technique used in both O(1) round algorithms can be applied in Broadcast Congested
Clique model, where it allowed us to design the first algorithm with sublogarithmic round
complexity for the Spanning Forest problem, which we discuss in Chapter 5.

In Chapter 3 we present a new kind of contraction process that allowed us to improve
the Edge Connectivity algorithms in several models of computation. In Chapter 3 we only
discuss the application of our contraction process to MPC and Congested Clique, where it
gives a randomized O(1) round algorithm that solves the Edge Connectivity problem with
high probability. One of the main advantages of this new contraction process is its simplicity,



which allows to apply it in a wide range of computational models. In particular, we discuss
the applications to the distributed CONGEST model and the sequential model in Chapter 5.

In Chapter 4 we present our Minimum Cut algorithms for the MPC model: an O(1)-
round exact algorithm with Õ(n) memory per machine and Õ(m) global memory and an
O(log n · log log n) round (2 + �)-approximation algorithm with O(n�) memory per machine
and Õ(m) global memory. Both algorithms rely on algorithmic techniques introduced by
Karger: a random contraction technique [Karger, SODA’93, SODA’94 ] and an approach to
the Minimum Cut problem that gave the first sequential algorithm with O(m poly(log n))
time complexity [Karger, STOC’96, JACM 2000 ]. Our main contribution consists in ad-
justments that allow to use those techniques to obtain MPC algorithms with small round
complexity and small global memory.


