
Recenzja rozprawy habilitacyjnej 
nt. Bazy Bernsteina: dualnosc i zastosowania 

oraz pozostatego dorobku naukowego 
dra Pawla Woznego 

1. ROZPRAWA 

1.1 W S T ^ P 

W swojej rozprawie habilitacyjnej, D R P A W E L W O Z N Y zajmuje si? problemami zwi^zanymi 
z wielomianowymi bazami Bernsteina i ich uogolnieniami. O ile wielomiany Bernsteina jed-
nej zmiennej i niektore ich wazne wlasnosci teoretyczne znane s^ juz od stu lat, stosunkowo 
niedawno odkryto ich zadziwiaj^q przydatnosc w modelowaniu komputerowym, w szcze-
golnosci jako bardzo wygodne narz?dzie sluz^ce reprezentacji i przetwarzaniu gladkich krzy-
wych i platow, powszechnie obecnych np. w grafice komputerowej. Wlasnie zastosowania 
praktyczne s^ powodem wzmozonego zainteresowania tego typu wielomianami w ostatnich 
latach, a liczne publikacje na ten temat idq, przede wszystkim w kierunku konstrukcji algo-
rytmow numerycznych wykorzystuj^cych ich wlasnosci teoretyczne. 

Baxlania DRA P. WozNEGO znajduj^, motywacj? we wspomniariych praktycznych za-
stosowniach. Przedmiotem zainteresowania s^ uogolnienia klasycznych wielomianow Bern­
steina i ich dualnych odpowiednikow, istotnych z punktu widzenia znajdowania rozwi^zan 
zagadnieh minimalizacyjnych zwi^zanych z konstrukcje i wygladzaniem krzywych i platow 
Bezier'a. Badaniom teoretycznym towarzysz£(, konstrukcje istotnie nowych i efektywniejszych 
od dotychczas istniejq,cych algorytmow numerycznych. 

Rozprawa habilitacyjna sklada si? z nast?pujecych szesciu prac: 

H I : S. Lewanowicz, P. Wozny, Connections bewtween two-variable Bernstein and Jacobi 
polynomials on the triangle, Journal of Computational and Applied Mathematics 1 9 7 
(2006) 520-533. 

H2: S. Lewanowicz, P. Wozny, Dual generalized Bernstein basis. Journal of Approximation 
Theory 1 3 8 (2006) 129-150. 

H3: S. Lewanowicz, P. Wozny, Two-variable orthogonal polynomials of big g-Jacobi type, 
Journal of Computational and Applied Mathematics 2 3 3 (2010) 1554-1561. 

H4: P. Wozny, Simple algorithms for computing the Bezier coeficients of the constrained 
dual Bernstein polynomials, Applied Mathematics and Computation 2 1 9 (2012) 2521-
2525 
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H 5 : S. Lewanowicz, P. Wozny, Constrained multi-degree reduction of triangular Bezier sur­
faces, using dual Bernstein polynomials, Journal of Computational and Applied Ma­
thematics 2 3 5 (2010) 785-804. 

H6: S. Lewanowicz, P. Wozny, Multi-degree reduction of Bezier curves with constraints, 
using dual Bernstein basis polynomials, Computer Added Geometric Design 2 6 (2009) 
566-579. . . . . 

1.2 W Y N I K I 

Prace wchodzQ,ce w sklad habilitacji mozna generalnie podzielic na dwie kategorie: prace 
czysto teoretyczne i prace teoretyczno-aigorytmiczne. W pierwszej kategorii mieszcz^ si? 
[ H I , H2, H3], a w drugiej [H4, H5, H6]. 

W [HI] rozpatrywane s^ trojk^tne wielomiany Bernsteina dwoch zmiennych. Pokazano 
procedury przejscia od bazy Bernsteina do bazy ortogonalnej trojk^tnych wielomianow Ja-
cobiego dwoch zmiennych i odwrotnie. Wspolczynniki macierzy przejscia wyrazone sq,, m.in., 
poprzez wielomiany Hahna. Rozwi^zane jest tez analogiczne zadanie dla wielomianow dual­
nych Bernsteina. 

Praca [H2] poswi?cona jest bazom dualnym do uogolnionych wielomianow Bernsteina jed-
nej zmiennej. Najogolniejsza wersja wielomianow Bernsteina zostala zaproponowana przez 
tych samych autorow w pracy z 2004 roku (nie wchodzE^cej w sklad habilitacji), jako roz-
wini?cie idei q-bazy Bernsteina autorstwa Philipsa. W [H2] podano formuty na reprezentacj? 
wielomianow dualnych w j?zyku duzych wielomianow Jacobiego oraz formuly odwrotne. Tu-
taj rowniez okazuje si?, ze pomocne sq, wielomiany q-Hahna. Jako przypadek szczegolny, 
rozpatrzono wielomiany dualne do wielomianow klasycznych. 

W zwi?zlej pracy [H3] zdefiniowano dwuwymiarowe duze kwantowe wielomiany ortogo-
nalne typu Jacobiego, bazuj^c na wielomianach jednowymiarowych q-Jacobiego, oraz poka­
zano ich ortogonalnosc wzgl?dem odpowiedniej wagi. 

W jeszcze krotszej pracy [H4] zaproponowano prosty algorytm obliczania wspolczynnikow 
rozwini?cia Bezier'a dla dualnych wielomianow Bernsteina jedncj zmiennej z ograniczeniami. 
Wielomiany dualne Bernsteina (w L2) zdefiniowat po raz pierwszy Ciesielski w 1987r. W roku 
1998 Jittler podal prosty, ale wolny algorytm obliczania dualnych wielomianow Bernsteina, 
potem uogolniany przez Rababah'a i Al-Natour'a. Podstaw^, nowego algorytmu habilitanta 
jest dwuwymiarowa formula rekurencyjna pozwalaj^ca obliczyc wspolczynniki w czasie 0{n), 
gdzie n jest stopniem wielomianu, a wi?c optyrnalnie. 

W pracach [H5] i [H6] rozpatrywany jest algorytmiczny problem obnizania stopnia krzy­
wych i platow Bezier'a, polegaj^cy w ogolnosci na zasts^pieniu danego wielomianu Bezier'a 
wielomiancm Bezier'a o mniejszym stopniu najblizszym oryginalnemu, wzgl?dem okreslonego 
funkcjonalu 'odleglosci'. Jest to wazny problem praktyczny zwi^zany, m.in., z kompresj^ ob-
razow. Tradycyjna metoda polegaj^ca na zast^pieniu postaci Bezier'a rozwini?ciem w pewnej 
bazie ortogonalnej (np. Jacobiego), rozwie,zaniu zadaniu w tej bazie ortogonalnej i przejsciu 



odwrotnym do bazy Bezier'a, jest dose kosztowna. W [H5] i [H6] udalo si? zgrabnie wy-
korzystac pokazane wczesniej wlasnosci (dualnych) baz Bernsteina, aby ten koszt istotnie 
obnizyc. 

Dokladniej, w [H5] zajmowano si? trojkHttnymi powierzchniami Bezier'a z ustalonymi 
punktami kontrolnymi. Zaproponowana metoda dziala w czasie O(n^m^) gdzie n i m s^ 
odpowiednio stopniami powierzchni oryginalnej i wynikowej. Algorytm polega na sprytnym 
wykorzystaniu pewnych wlasnosci rekurencyjnych wielomianow dwoch zmiennych Hahna i 
dualnych dyskretnych wielomianow Bernsteina. Prac? uzupehiiaj^ przyklady numeryczne. 

Natomiast w [H6] zaprezentowano nowe podejscie do obnizania stopnia krzywych Bezier'a 
z ograniczeniami, w jednym wymiarze. Wykorzystano dualne wielomiany Bernsteina z ogra­
niczeniami, zwi^zanymi z iloczynem skalarnym Jacobiego. Algorytm dziala w rekordowym 
czasie 0{mn). Podobnie jak w [H5], prac? uzupeiniaj^, przekonuj^ce testy numeryczne. 

1.3 U W A G I 

Przedstawiona rozprawa habilitacyjna stanowi zwart^ tematycznie calosc. Chociaz natura 
tematu rozprawy nie wymaga uzycia bardzo zaawansowanego aparatu, przedstawione do-
wody i rozwi£(.zania wymagaly znajomosci i kojarzenia wielu faktow teorii wielomianow oraz 
duzej sprawnosci rachunkowej, a przez to nie nalez^ do latwych. Trzeba podkreslic, ze uzy-
skane wyniki maj^ znaczenie zarowno teoretyczne jak i praktyczne. To pol^czenie rozwi?^zah 
praktycznych wyrazonych w postaci konkretnych algorytmow i ich implementacji z daleko 
poza praktyk? wykraczaje,cymi badaniami teoretycznymi wydaje si? szczegolnie cenne. 

Jak zaznaczono we wst?pie, reprezentacja i przetwarzanie krzywych i platow s^ obecnie 
bardzo popularne i wazne w srodowisku zajmuj^cym si? modelowaniem i grafik^ kompute-
row^. Wyniki przedstawione w rozprawie dopisuj^ wazny rozdzial do tej tematyki. (Baza 
Web of Science pokazuje 11, 14, 3, 1, 4, 13 cytowah dla, odpowiednio, prac [H1-H6].) 

Wsrod szesciu prac wchodz^ych w sklad rozprawy, habilitant jest samodzielnym auto-
rem jedynie pracy [H4], zas wspolautorem pozostalych jest prof. S. Lewanowicz. Sam fakt 
wspolautorstwa nie jest oczywiscie niczym negatywnym (przy obecnych srodkach komuni-
kacji pisanie prac wspolautorskich jest niemal regul«(.), ale karze dzielic dokonania pomi?dzy 
wspolautorow. Zgodne oswiadczenia zarowno prof. Lewanowicza jak i D R A W o z N E G O nie 
pozostawiaje we^tpliwosci. Nawet jesli prof. Lewanowicz byl inspiratorem wielu pomyslow, 
wklad habilitanta jest wi?cej niz wystarczaj^cy dla habilitacji. 

Autor recenzji chcialby dodac, ze przedstawione materialy, a w szczegolnosci " Autoreferat 
rozprawy habilitacyjnej", zostaly przez habilitanta bardzo dobrze przygotowane, przez co w 
znacznym stopniu ulatwily ocen? rozprawy. 

2. DOROBEK 

Rozprawa habilitacyjna stanowi jedynie cz?sc dorobku naukowego D R A P. W o z N E G O zgro-
madzonego po uzyskaniu stopnia doktora. Jest on bowiem (wsp61-)autorem wielu innych 
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publikacji naukowych, ktore ukazaly si? w czolowych czasopismach wlasciwych tej tematyce. 
Web of Science pokazuje poza habilitacji 20 prac w Applied Mathematics and Computation, 
Applied Numerical Mathematics, B I T Numerical Analysis, Integral Transforms and Special 
Functions, Journal of Computational and Applied Mathematics, Numerical Algorithms. 

Wyniki habilitanta spotykajc^ si? z zainteresowaniem i uznaniem srodowiska naukowego, 
o czyin swiadcz^, m.in., indeks cytowaii (aktualnie 104 cytowania, indeks Hirscha 5, wedlug 
Web of Science) oraz zaproszone wyst^pienia na konferencjach krajowych i mi?dzynarodo-
wych. 

Dorobek poza habil itacj i nalezy wi?c ocenic na wi?cej niz wystarczaj^cy. Stwierdzenie 
to nieco oslabia fakt, ze, podobnie jak w przypadku rozprawy, tylko dwie ze wspomnianych 
prac S i samodzielnego autorstwa habilitanta. Zwraca uwag? rowniez to, ze wlasciwie wszyst-
kie prace dotyczi w mniejszym lub wi?kszym stopniu tematyki powi^zanej z wielomianami 
Bernsteina. Autor tych slow ma nadziej?, ze w przyszlosci D R P . W o z N Y nieco rozszerzy 
spektrum swoich zainteresowah. 

Podsumowujic, zarowno rozpraw? habilitacyjna jak i pozostaly dorobek D R A P. WozNEGO 
uzyskany po otrzymaniu stopnia doktora oceniarn bardzo pozytywnie. Pomimo mlodego 
wieku, nalezy on juz do czolowych specjalistow zajmujicych si? teor i i i zastosowaniami baz 
typu Bernsteina i ma swoj istotny wklad w t i tematyk?. Jestem przekonany, ze D R P A W E L 
W O Z N Y zasluguje na otrzymanie stopnia doktora habilitowanego. 

3. KONKLUZJA 

drhab . Leszek Plaskota 
Warszawa, 30 sierpnia 2013 
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