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4.3. Omoéwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiagnigtych wynikéw wraz z omoé-
wieniem ich ewentualnego wykorzystania. W pierwszych dwéch podsekcjach wprowadzimy pojecie
rachunkéw funkcyjnych oraz przedstawimy najnowsze postepy w analizie harmonicznej zwiazane z ra-
chunkami funkcyjnymi. Naszym celem jest tu takze zaprezentowanie niektérych motywacji do badania
probleméw rozprawy habilitacyjne;j.
W nastgpnych 5 podsekcjach, ktérych tytuty sa tozsame z H1, H2, H3, H4, HS, opiszemy gléwne
wyniki habilitacji.
Problemy zbadane w rozprawie habilitacyjnej zaowocowaty
a) nowymi zastosowaniami rachunkéw funkcyjnych w analizie harmonicznej
b) rozwinigciem rachunkéw funkcyjnych dla nowych operatoréw.

Przed przystapieniem do opisu szczegétowego oméwimy krétko kazdy z artykutéw stanowiacych osia-
gnigcie naukowe.

e W pracy H1 badaliSmy konsekwencje posiadania przez operator L rachunkéw funkcyjnych typu
Mihlina-H6rmandera. Udowodnili$my, ze istnienie rachunkéw funkcyjnych typu Mihlina-Hérmandera
dla L na L?, 1 < p < oo, automatycznie implikuje ograniczono$¢ na LP funkcji maksymalnych
supyq |m(tL) f| i kwadratowych ( [5° |m(tL)f|* ¢! dt)l/Q, opartych na gtadkiej funkcji m o
nosniku zwartym (dla funkcji kwadratowej trzeba jeszcze zatozy¢, ze m(0) = 0). Wynik ten uzu-
petnia wczesniejsze prace Cowling [29] i Cowling et al. [30]. Z artykutéw tych wynika bowiem, ze
bez zatozenia o posiadaniu przez L rachunkéw funkcyjnych typu Mihlina-Hérmandera, musimy
rozwazaé holomorficzne funkcje m zar6wno w funkcji kwadratowej jak i maksymalne;j.

e W H2 opracowali$my ogdlne podejscie do operatorow dwuliniowych zdefiniowanych przez ra-
chunki funkcyjne. Scislej, rozwazalismy tam operatory postaci

Bun(f1; fo)(@) := m(L1, L2) (1 @ fa) (2, ),

gdzie L1 = I ® Li Ly = L ® I. Jednym z gtéwnych zatozenn w H2 bylo posiadanie przez L
rachunkdéw funkcyjnych typu Mihlina-Hérmandera. Drugim gtéwnym zalozeniem byt wzér, ktéry
gwarantowal dobre zachowanie mnoznikéw spektralnych wzgledem punktowego mnozenia. Pod
tymi zatozeniami udowodniliSmy w H2 ograniczono$¢ B, z LP' x LP2 do LP; gdzie 1/p =
1/p1 + 1/p2. Wynik ten jest uogdlnieniem i analogonem twierdzenia Coifmana-Meyera poza
kontekst fourierowski. Jako wnioski otrzymaliSmy takze w H2 rézne utamkowe reguty Leibniza.
Przyktady do ktérych stosuje si¢ nasza teoria, to m.in.: dyskretny laplasjan, dwu-liniowe, radialne
mnozniki Dunkla oraz rozwinigcia Jacobiego.

e W H3 zajmowaliS§my si¢ mocng ciagto$cia mnoznikéw spektralnych na przestrzeni Hardy’ego
H} . Przestrzef H] to abstrakcyjna przestrzei Hardy’ego zdefiniowana przez Hoffman, et al. [64]
dla operatoréw L, ktére spetniaja oszacowania Davies’a-Gaffney’a (vide (DG))). W szczegdlnosci

pokazalismy, ze pétgrupa ciepta e " jak i urojone potegi L™ sa mocno ciagte na Hi, tzn.
lim e f = f, lim L™ f = f,
t—0+ u—0

gdzie granica jest rozumiana w sensie H{'. Oszacowania Davies’a-Gaffney’a sa implikowane
przez punktowe oszacowania gaussowskie jadra pélgrupy e *%, dlatego nasze wyniki stosuja sie
do duzej klasy operatoréw. W dowodach gléwnych wynikéw wazna rolg petnily rachunki funk-
cyjne typu Mihlina-Hérmandera na H i otrzymane przez Dziubariskiego i Preisnera w [42]].
e W pracy H4 otrzymaliSmy oszacowania niezalezne od wymiaru dla szerokiej klasy transformat
Riesza zwigzanych z rozwinigciami ortogonalnymi. Rozwazane byty transformaty Riesza postaci
= (5ij1/ 2 gdzie L = 2?21 070, + a;. Tutaj d; jest pewnym operatorem pierwszego rzedu,
5]*» jego formalnym sprzezeniem, zaS$ a; jest nieujemna stata. Jedna z gléwnych trudnosci do prze-
zwycigzenia byl fakt, ze d; i 07 nie musza komutowac. Pomimo tego udato nam si¢ udowodni¢
wzor, ktéry pozwala wyrazi¢ I%; przez operatory tatwiejsze w analizie (pétgrupe Poissona i jej
modyfikacje). Wzér ten wraz z metoda funkcji Bellmana pozwolit nam w wielu przypadkach
rozwinig¢ ortogonalnych na udowodnienie oszacowania

d
[ Ry
j=1

< 48max(p, (p — 1) 7| flLr, 1<p<oo.
Lp
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e W HS przedstawiliSmy charakteryzacje mnoznikéw sferycznych na drzewie jednorodnym. Poka-
zaliSmy mianowicie, ze mnoznik sferyczny z funkcja mnoznikowa m jest ograniczony na prze-
strzeni LP dla drzewa wtedy i tylko wtedy gdy m rozszerza si¢ okresowo do funkcji holomor-
ficznej w pewnym prostokacie na plaszczyZnie zespolonej oraz wartosci brzegowe m definiuja
ograniczone mnozniki na przestrzeni L? dla liczb catkowitych.

4.3.1. Wstep. Przed przystapieniem do bardziej szczegdtowego opisu prac stanowigcych osiagnigcie na-
ukowe musimy wprowadzi¢ niezbedne pojecia i definicje.

Niech L begdzie (ograniczonym lub nieograniczonym) operatorem na przestrzeni Banacha B. Czy dla
funkcji m: C — R mozna w rozsadny sposéb zdefiniowaé operator m(L)? Jesli tak, to czy da si¢ to
zrobi¢ w sposdb ’ciagly’. Pytania te leza u podstaw dziatu analizy funkcjonalnej znanego jako rachunki
funkcyjne.

Jesli A jest macierza, to oczywiscie mozemy zdefiniowaé p(A) dla kazdego wielomianu p. Czy jednak
mozna to zrobi¢ dla funkcji p innych niz wielomiany? Odpowiedzi na to pytanie udziela klasyczne twier-
dzenia spektralne dla macierzy. To tutaj mozemy si¢ doszukiwaé poczatkéw rachunkéw funkcyjnych.
Rzeczywiscie, jesli A jest macierzg samosprz¢zong wymiaru n X n to twierdzenie spektralne orzeka,

ze A = UBU*, gdzie U jest macierza unitarna, za§ B jest macierza diagonalng o wspétczynnikach
ALy .-y Ap. W tym przypadku mozemy tatwo zdefiniowaé¢ m(A) = Um(B)U*, gdzie m(B) jest macie-
rzg diagonalng o wspétczynnikach m (A1), ..., m(\,).

Niech A bedzie przestrzenia Banacha, ktdrej elementami sa funkcje z C do R i niech B bedzie prze-
strzenig Banacha. Zat6zmy, ze odwzorowanie

T(m)=m(L)

okresla jednoznacznie ograniczony operator m(L) na B dla funkcji m € A. Wymagamy aby T byto li-
niowe oraz T'(my-mz) = T (m1)T (ms). Méwimy wowczas, ze L posiada (lub ma) A-rachunki funkcyjne
na B jesli

(4.1) Im(L)ls—5 < C(B, L)|m[la, — m e A

Zwr6émy uwage, ze choC operator L moze by¢ nieograniczony, to zdefiniowany powyzej rachunek funk-
cyjny pozwala otrzymaé tylko ograniczone operatory m(L). Istnieja rachunki funkcyjne (jak na przyktad
Borelowski rachunek funkcyjny z twierdzenia spektralnego) w ktérych operator m (L) moze by¢ nie-
ograniczony. Takie rachunki funkcyjne nie beda jednak istotne dla habilitacji. Podsumowujac, jesli L ma
A-rachunki funkcyjne na B, to wéwczas m(L) jest jednoznacznie zdefiniowany i ograniczony na B dla
m e A.

W przypadku gdy B jest przestrzenia Hilberta satysfakcjonujace do wigkszosci zastosowan rachunki
funkcyjne sa konsekwencja twierdzenia spetktralnego. Mianowicie, dla (ograniczonego badZ nieograni-
czonego) samosprzgzonego operatora L na przestrzeni Hilberta H, twierdzenie spektralne pozwala nam
zdefiniowaé¢ m(L) dla dowolnej funkcji Borelowskiej m: R — C. W tym przypadku L posiada Borelow-
skie L™ rachunki funkcyjne. RzeczywisScie, twierdzenie spektralne implikuje

(4.2) [m(D)|—a < Ml Lo (o(2))

dla dowolnej borelowsko mierzalnej funkcji m na o(L)-(istotnym) spektrum L. Zauwazmy, ze w tym
przypadku o(L) C R, zatem mozemy rozwazac tylko funkcje okreslone na prostej rzeczywistej. Co
wigcej, jesli L jest nieujemny to mozemy ograniczy¢ si¢ do m: [0, 00] — C.

Ogolnosé z poprzedniego akapitu jest rzadko spotykana gdy B nie jest przestrzeniag Hilberta. Aby uzy-
ska¢ uzyteczne rachunki funkcyjne potrzebujemy zwykle mocniejszych zatozen o operatorze L i o funkcji
m. Z punktu widzenia habilitacji najbardziej istotne sa dwa rodzaje rachunkéw funkcyjnych w przypadku
gdy B = LpEl dla pewnego 1 < p < co. Pierwszym z nich sa H (lub holomorficzne) rachunki funkcyjne.
Méwimy, ze operator L posiada H°° rachunki funkcyjne na B jesli mozemy wziaé jako A przestrzen Ba-
nacha ograniczonych funkcji holomorficznych na zbiorze otwartym U C C. Mianowicie, kiedy zachodzi

[m(L)|[5—5 < C(B, L)||ml| g (v,
Dla przestrzeni X, o-ciata ¥ na X i miary v na X przez L? = LP(X, X, v) zawsze oznaczamy przestrzeii Banacha funkcji

Y-mierzalnych na X, ktére sa catkowalne z p-ta potgga. Norma na LP jest zadana przez || f||r» = (fX |f ()| dv(z))'/P. Jesli
X, X lub v sg znane z kontekstu, bedziemy je pomijaé, piszac np. LP lub L?(X).
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gdzie ||m|| groo (1) = sup,¢y [m(2)|. Drugim istotnym z naszego punktu widzenia rodzajem rachunkéw
funkcyjnych sa rachunki funkcyjne (typu) Mihlina-Hormandera. W tym wypadku ustalamy liczbe natu-
ralng N a za A bierzemy przestrzen funkcji dla ktérych

AN
4.3) Imllarvy = sup  sup [N ——=m(A)| < oo.
j=0,.,NA>0  dN
Moéwimy wowczas, ze L ma rachunki Mihlina-Hormandera na B rzgdu N (co czasem skracamy jako
MH-rachunki funkcyjne) jesli

lm(L)||5—5 < C(B, L)|lmlarmv)-

Zauwazmy, ze m jest teraz funkcja z (0, 00) — R zatem MH-rachunki funkcyjne sa dobrze dostosowane
do operatoréw ’dodatnich’.

Warto wspomnieé, ze istnieje wiele operatoréw ktére maja H° rachunki funkcyjne, ale nie moga
mieé¢ MH-rachunkéw funkcyjnych. Przyktadami sa tu operator Ornsteina-Uhlenbecka (vide [62]]) a takze
laplasjan na przestrzeni symetrycznej typu niezwartego (vide [24]).

Rozwijanie réznych rodzajow rachunkéw funkcyjnych jest dziedzing ktéra lezy na styku teorii ope-
ratoréw i analizy harmonicznej. Otrzymane w ten spos6b rachunki funkcyjne maja czgsto bezpoSrednie
zastosowania w rownaniach rézniczkowych czastkowych, zwtaszcza w rownaniach ewolucji. Postaramy
si¢ to zilustrowaé dwoma przyktadami.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe czastkowe

4.4) Owu(t,z) + Lu(t,z) = 0,

z warunkiem poczatkowym u(0,z) = f(z), dla pewnego f nalezacego do przestrzeni Banacha B. Szu-
kamy rozwiazani (.4) zaleznych w sposéb ciagly od danej f € X. Przyktadem #.4) jest réwnanie ciepta
na B = LP(R?), dla pewnego 1 < p < co. Wéwczas L jest minus operatorem Laplace’a na R?. Gdyby
L bylo liczba to oczywistym rozwiazaniem ([@.4) bytoby e~*% f(x). W zaleznosci od przestrzeni Banacha
B i operatora L rézne rodzaje rachunkéw funkcyjnych pozwalaja nam nadaé formalna definicje e~ jako
ciaglemu operatorowi na 3. Oczywiscie w tym przypadku e~ jest pétgrupa, zatem mamy do dyspozycji
metody teorii pétgrup. W przypadku réwnan r6zniczkowych czastkowych podobnych do #.4)) jak np.

Ou(t,z) + Lu(t,z) = 0 (réwnanie fali)

d%u(t,z) — Lu(t,z) =0 (réwnanie Laplace’a w gérnej péiptaszczyznie)

Oyu(t,x) — iLu(t,z) =0 (réwnanie Schrodinger’a),
znajdowanie ich rozwiazan sprowadza si¢ znowu do otrzymania rachunkéw funkcyjnych dla L na odpo-
wiedniej przestrzeni Banacha B. Dla trzech powyzszych rownan musimy umie¢ zdefiniowaé formalnie
jako ciagte operatory na B wyrazenia cos(tL~'/?), exp(—tL'/?), oraz exp(—itL).

Rachunki funkcyjne na LP sg takze blisko zwiazane z nieréwnoSciami rézniczkowymi. Dobrym przy-

ktadem jest tu klasyczna nieréwno$é Sobolewa na R, ktéra orzeka, ze

(4.5) 1flle < Cpglfllwes,  1/p—1/q=1/d.

Symbol WP+! oznacza przestrzeri Sobolewa
WPl ={f e PR dx): f € L, 9,f € LP(R?, dx), j =1,...,d},

Z norma

d
1 Fllwrr = 1Fllze + D 1105 f1l -
j=1
Rzeczywiscie, [.3) jest konsekwencja ograniczonosci z LP do L? potencjatu Riesza (—A)_l/ 2 (rachunek
funkcyjny dla laplasjanu), oraz ograniczonosci na L? transformat Riesza 0; (—A)*l/ 2 (rachunki funkcyjne
dla pochodnych czastkowych).

W analizie harmonicznej typowa metoda otrzymywania rachunkéw funkcyjnych na przestrzeniach Ba-
nacha B3 jak LP lub przestrzen Hardy’ego H' jest wykorzystanie jako pierwszego kroku Borelowskiego
L% rachunku funkcyjnego na L?. Opiszemy te procedure w przypadku gdy B = LP. Zaczynamy z sa-
mosprzezonym (czesto takze nieujemnym) operatorem L na L2. Wéwczas, na mocy twierdzenia spek-
tralnego, dla ograniczonej funkcji m: R — C mozemy zdefiniowaé m(L) jako ciagly operator na L?.
Poniewaz L2 N LP jest geste w LP w ten sposéb okreslilismy takze m (L) na gestej podprzestrzeni LP.
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Pozostaje sprawdzié, ze m(L) okresla ograniczony operator na LP dla m z odpowiedniej przestrzeni .A.
Operatory m(L) otrzymane zgodnie z powyzsza procedura sa nazywane mnoznikami spektralnymi. Duza
czg$¢ materiatu stanowiacego habilitacje jest lub moze by¢ wyrazona w terminach mnoznikéw spektral-
nych.

Biorac pod uwage poprzedni akapit, czesta strategia otrzymywania rachunkéw funkcyjnych na L” moze
byé z grubsza podsumowana nastepujaco. Pierwszym krokiem jest uzycie rachunkéw funkcyjnych na L?
z twierdzenia spektralnego celem rozbicia badanego operatora na wiele sktadnikéw. Drugim krokiem jest
uzycie zatozen (na temat L lub przestrzeni) celem oszacowania kazdego z tych sktadnikéw. Oba kroki
sa czesto wyzwaniem; zwykle nie jest tatwo zobaczy¢ jakie rozbicie jest odpowiednie a takze jak uzyé
skromnych zatozen aby oszacowac kazdy ze sktadnikéw.

Podejscie do rachunkéw funkcyjnych przez mnozniki spektralne uogdlnia si¢ rowniez do uktadéw ko-
mutujacych operatoréw. Ponizej opiszemy krétko to uogdlnienie. Niech L = (L, ..., Ly) bedzie ukta-
dem operatoréw samosprzezonych na L?(X, v), dla pewnej o-skoficzonej przestrzeni miarowej (X, v) =
(X, X, v). Zaktadamy, ze operatory L; mocno komutuja, przez co rozumiemy, ze ich rzuty spektralne
Ep;,j=1,...,d, komutuja parami. W tym przypadku istnieje faczna miara spektralna F' zwigzana z L
i jednoznacznie okreslona przez warunki

L= /]R NdEL () = [ AdE),

vide [[108| Theorem 4.10 and Theorems 5.21, 5.23]. Wéwczas, dla funkcji borelowskiej m: R4 — C,
wielowymiarowe twierdzenie spektralne pozwala nam zdefiniowac operator

(4.6) m(I) =m(Ly,.... La) = [ m(\)AEQ)

z dziedzing
Dom(m(L)) = {f € L2(X,v): /Rd (V) 2dE; £ () < oo}.

Powyzej Ey ¢ jest nieujemna miara okreslona przez Er (-) = (E(-) f, f) 12 i X,v)- Wielowymiarowe mnoz-

niki spektralne zdefiniowane w (@.6)) spetniaja nieréwnos¢ analogiczna do , mianowicie
4.7 [m(L1, .. La)ll 2x py—r2x,0) < Imllpee(o(Ls,....La))5
gdzie (L, ..., Lg)jest tacznym spektrum L. Innymi stowy, mozemy powiedzie¢, ze wielowymiarowe

mnozniki spektralne pozwalaja otrzymaé Borelowskie L> taczne rachunki funkcyijne dla uktadu L na L?.

Sa jednak sytuacje w ktérych badany operator jest funkcja dwdch niekomutujacych operatoréw. Dla
przyktadu, moze on by¢ postaci R = 6L~1/2, gdzie & i L nie komutuja. Operator R to modelowy przy-
ktad transformat Riesza, zaréwno klasycznych, jak i bardziej ogélnych (np. na grupach Liego lub zwigza-
nych z rozwinigciami ortogonalnymi). W przypadku ogélnym nie mozemy otrzymac tacznych rachunkéw
funkcyjnych jak w ([@.6) dla pary (8, L), nawet na przestrzeni L?. Moga jednak istnie¢ szczeglne for-
muty typu rachunkéw funkcyjnych, ktére pozwalaja zapisaé R za pomocg lepiej rozumianych operatoréw
zwigzanych z § i L.

4.3.2. Krotki rys historyczny. Twierdzenie spektralne dostarcza wysoce satysfakcjonujacych rachunkéw
funkcyjnych w przypadku gdy B jest przestrzenia Hilberta. Dlatego w autoreferacie skoncentrujemy si¢
na rachunkach funkcyjnych dla innych przestrzeni Banacha.

W jednym z najwazniejszych przypadkéw gdy 5 = LP za$ L jest operatorem Laplace’a na torusie T,
pierwsze rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera mozna wywnioskowac z pracy Marcinkiewicza [77] z
lat 30. . Theoreme 1 z tej pracy implikuje, ze L ma rachunki funkcyjne Mihlina-H6rmandera rzedu 1 na
LP(T). Stynne twierdzenia mnoznikowe Hormandera [65] i Mihlina [91]] méwia, ze stwierdzenie to jest
prawdziwe takze dla laplasjanu na R

Poczawszy od lat 70. wielu autor6w badato r6zne rodzaje rachunkéw funkcyjnych na przestrzeniach
LP dla mnoznikéw spektralnych zwiazanych z ogélnymi operatorami. Ta linia badait ma swoje poczatki
w monografii Steina [[110] i jego ogélnym twierdzeniu mnoznikowym. Mdéwimy, ze operator L generuje
symetryczng potgrupe dyfuzji ﬁna pewnej przestrzeni mierzalnej X = (X, v, X) jesli

I) L jest nieujemny i samosprzgzony na L?(X)

2niekt(’)rzy autorzy uzywaja terminu symetrczyna potgrupa Markowa
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IT) Pétgrupa exp(—tL) rozszerza si¢ do ograniczonego operatora na wszystkich LP(X), ktéry spetnia

lexp(—tL) fllr(x) < I fllzrxy,  1<p< oo
D) exp(—tL)f > 0dla f > 0.
IV) exp(—tL)1 = 1.

Twierdzenie 4.8 (Corollary 3, p. 121 [[L10]). Niech L bedzie generatorem symetrycznej potgrupy dyfuzji.
Dla ograniczonej funkcji mierzalnej r na (0, 00) zdefiniujmy mnoznik typu Laplace’a

(4.9) m(\) = A / - k(t)e M dt.
0

Wowczas operator m(L) jest ograniczony na LP(X), dla 1 < p < cc.

Powzysze twierdzenie zostato uogdlnione przez Coifmana, Rochberga i Weissa, vide [27]. Ich podejscie
opiera si¢ na tzw. metodzie transferencji i pozwala pomina¢ zatozenia III) i IV) w Twierdzeniu &8 P6t-
grupe, ktéra spetnia tylko I) i IT) (dla f € L*(X) N LP(X), 1 < p < oo) bedziemy nazywaé symetryczng
potgrupq kontrakcji.

Ponizej, dla kata 0 < ¢ < 7/2 definiujemy

(4.10) Sy ={z€C: |argz| < ¢}

Przez H>°(Sy;) oznaczamy przestrzeii funkcji holomorficznych w .Sy, z norma supremum. Zauwazmy, ze
mnozniki typu Laplace’a jak w Twierdzeniu[4.8]sa funkcjami holomorficznymi w prawej potptaszczyznie
Sr /2, ktdre Sa jednostajnie ograniczone w kazdym pod-sektorze S, sektora Sy /5. Kolejnego istotnego
postepu dokonal Cowling w [29]].

Twierdzenie 4.11 (Theorem 3 [29]). Niech L bedzie generatorem symetrycznej potgrupy kontrakcji.
Ustalmy 1 < p < oo i niech v > |1/p — 1/2|. Wowczas zachodzi

Im(L)[| e (x)—1r(x) < Cpllml| oo (s,,)-
Innymi stowy: L ma H*(S,) rachunki funkcyjne na LP(X).

W Swietle powyzszego twierdzenia rodzi si¢ pytanie, czy |1/p — 1/2| jest najmniejszym mozliwym
katem. Niedawno Carbonaro i Dragicevi¢ pokazali, ze |1/p — 1/2| moze by¢ zmniejszony; doktadniej
udalo im si¢ znaleZ¢ optymalny kat.

Twierdzenie 4.12 (Theorem 3 [21l]). Niech L bedzie generatorem symetrycznej potgrupy kontrakcji.
Ustalmy 1 < p < oo i niech 1 > arcsin|2/p — 1|. Wowczas L ma H*(Sy,) rachunki funkcyjne na
LP(X). Kqt arcsin |2/p — 1] jest optymalny. Mianowicie, istnieje operator L, ktéry generuje symetryczng
potgrupe kontrakcji, ale ktéry nie posiada H*(S,,) rachunkéw funkcyjnych dla ¢ < arcsin|2/p — 1|.
Odrebna linig badan, ktéra jest rozwijana przez ostatnie dziesigciolecia, stanowia poszukiwania ostrych

rachunkéw funkcyjnych dla konkretnych operatoréw. Rozwazmy dla przyktadu L bedacy minus laplasja-
nem na X = R?. Niech H. 5 bedzie L? przestrzenia Sobolewa

Wi = {f € L*(RY): J,f € L*(R%)},

gdzie F(J.f)(€) = (1 + |€]?)*2F(f)(€); za$ F oznacza transformate Fouriera na RY. Przestrzefi te
wyposazamy w norme

||f||VV25 = ||Jsf”L2(]Rd).

Niech 7 bgdzie funkcja gtadka o nosniku zwartym, ktdra jest réwna 1 na odcinku [1/2,2] i zeruje sig
poza odcinkiem [1/4,4]. Ostra (optymalna) wersja klasycznego twierdzenia mnoznikowego Mihlina-
Hormandera orzeka, ze, dla s > d/2,i1 < p < oo zachodzi

(4.13) I e ()= 22 (x) < C(p, s, 5) sup InCym (25|,
€
Nietrudno sprawdzié, ze
sup HU(')m(?k')st < CnHmHMH(N)a N > s,
kez 2

zatem [ 13) méwi wigcej niz stwierdzenie, ze L ma rachunki funcyjne Mihlina-Hérmandera.
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Oszacowania podobne do [@.13)) dla operatoréw L ogélniejszych niz laplasjan na R? zostaly udowod-
nione w wielu kontekstach. Jednym z najbardziej istotnych jest przypadek gdy G jest spdjna grupa Liego,
za$ L jest pod-laplasjanem na G.

Jeden z pierwszych wynikéw w tej tematyce pochodzi z [66]. Hulanicki dowodzi tam, ze jesli grupa G
ma wzrost wielomianowy, to rézniczkowalnos¢ m (skoiiczonego rzedu) implikuje ograniczono$¢ opera-
toram(L) na L'(G). PéZniej Alexopoulos [4]] pokazal, ze pod-laplasjan L na spéjnej grupie Liego o wzro-
$cie wielomianowym ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera na wszystkich LP(G), 1 < p < oo,
rzgdu s > max(Qo, Qx)/2. Tutaj przez Qo oznaczamy wymiar lokalny G' (zwiazany z odlegtoscia
Carnot-Carathéodory’ego dla pod-laplasjanu L) za$ przez (), oznaczamy wymiar w nieskoniczonosci
(stopient wielomianowego wzrostu G).

Badania w przypadku gdy G jest warstwowa grupa Liego, za$ L jest laplasjanem jednorodnym na G
zostaly zapoczatkowane przez Hulanickiego i Steina, vide Theorem 6.25 w ksiazce [46l]. Autorzy dowodza
tam, ze dla N > 3@Q)/2 + 3, operator L ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hérmandera rzgdu N na wszyst-
kich LP(G), 1 < p < oo. Symbol @) oznacza tutaj wymiar jednorodny grupy G. Nastepnie Christ [22] i
Mauceri i Meda [85]] pokazali, ze mozna obnizy¢ prég gtadkosci w twierdzeniu Hulanickiego-Stein’a do
N > @/2. Inny dowéd tego wyniku, korzystajacy ze skoficzonej propagacji réwnania fali, zostat péZniej
podany przez Sikorg [[102]. Twierdzenie Christa-Mauceri’ego-Medy nie jest w ogélnosci ostre, za$ pytanie
o obnizenie wyktadnika (/2 w tym kontekscie pozostaje otwarte. Najnizszym mozliwym wyktadnikiem
jest potowa wymiaru topologicznego dim G/2 (zauwazmy, ze dim G < Q). W szczegdlnych przypad-
kach zostato dowiedzione, ze prég ostro mniejszy niz ()/2 wystarczy, vide [33]], [59], [60], [80], [81],
(1821, 831, (841, [98]. W niektorych z tych prac autorom udato si¢ nawet osiagnac najnizszy mozliwy prog
dim G/2.

Poza grupami Liego rachunki funkcyjne typu Mihlina-H6rmandera byly takze rozwijane na przestrze-
niach typu jednorodnego. Méwimy, ze przestrzefi metryczno-mierzalna X = (X,v, X, p) (tutaj p jest
metryka na X) jest przestrzenig typu jednorodnego, jesli v(B(z,2r)) < C(X)v(B(z,r)), dla wszyst-
kichz € X ir > 0. Symbol B(z,r) oznacza tu kulg wzgledem metryki p. Rachunki funkcyjne typu
Mihlina-Hormandera na LP zostaly m.in. otrzymane dla operatoréw badanych w [5], [23], [40], [41],
[611], [88].

Przechodzimy teraz do szczegétowego opisu wynikéw wchodzacych w sktad osiagnigcia naukowego.
W kazdej z Sekcji 4.3.3-4.3.7, odpowiadajacych artykutom H1-HS, bediemy stosowaé notacj¢ z opisywa-
nego artykutu. Mamy nadziej¢ utatwi¢ w ten sposéb czytelnikowi poréwnanie opisu z samym artykutem.

4.3.3. ’On the consequences of a Mihlin-Hormander functional calculus: maximal and square func-
tion estimates’, artykul H1. Celem pierwszego artykulu wchodzacego w sktad osiagnigcia naukowego
bylo wywnioskowanie ograniczonos$ci na LP funkcji kwadratowej i maksymalnej zwiazanej z operatorem
L z zalozenia, ze L ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera. Udowodniono, ze wiele operatorow rze-
czywidcie posiada takie rachunki funkcyjne, vide np. [4], [S]], [22], [23], [33]], [40], [41], 591, [60], [80],
611, (1801, 1811, [182]], (831, [84], [98]. Z tego powodu H1 stosuje si¢ do wielu przypadkéw a w czgsci z
nich daje nowe wyniki.

Wyniki z H1 znajduja takze zastosowanie w H2 i dodatkowo pozwalaja nam rozwina¢ pewne aspekty
H3. Zwrécimy uwage na te zastosowania H1 podczas omawiania H2 i H3.

Rozwazmy laplasjan —A na R?. Niech m: [0,00) — C bedzie funkcja o nosniku zwartym, ktorej
pochodne do rzedu [d/2] + 1 sa ciagle. Twierdzenie mnoznikowe Mihlina-Hormandera [63], [91] im-
plikuje ograniczono$¢ mnoznikéw fourierowskich m(—A) na wszystkich przestrzeniach LP, 1 < p <
oo. Przypomnijmy, ze m(—A) moze by¢ zdefiniowany za pomoca transformaty Fouriera Fpaf(§) =
Jga €7 f () dz jako

Fra(m(=2)F)(€) = m(|€*) Fra(£)(€), € €R™

Wiadomo takze, ze zaréwno funkcja maksymalna M,,(f) := sup,q|m(—tA)(f)| jak i kwadratowa
Swm(f)? = 57 Im(—tA) f]? % (przy dodatkowym zatozeniu m(0) = 0) sa ograniczone na wszystkich
LP1 < p < o0.

Ograniczono$¢ M, na przestrzeniach LP dla 1 < p < o0, jest konsekwencja majoryzacji tego ope-
ratora przez funkcje maksymalng Hardy’ego-Littlewooda. Natomiast ograniczono$¢ na wszystkich L?
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funkcji kwadratowej S, moze by¢ otrzymana przy pomocy wektorowo wartosciowej teorii Caldedna-
Zygmunda. Zwré¢my uwage, ze wszystkie dowody, o ktérych mowa w niniejszym akapicie, w decydujacy
spos6b wykorzystuja strukture dylatacyjna na R lub transformate Fouriera.

W H1 rozwazali§my nieujemny samosprzezony operator L na L? = L?*(X, v, ¥), gdzie X = (X, v, %)
jest o skoficzong przestrzenia miarowa. ZaktadaliSmy, ze L generuje symetryczna pélgrupe kontrakeji
oraz, ze L posiada rachunki funkcyjne typu Mihlina-H6rmandera pewnego rzedu o > O na L = LP(X).
Jak juz wspomnieliSmy jest wiele prac ktére implikuja posiadanie przez operator L rachunkéw funkcyj-
nych typu Mihlina-Hormandera. Z drugiej strony oszacowania norm LP dla ogélnych operatoréw mak-
symalnych M,,(f) := sup;~q |m(tL)(f)| i funkcji kwadratowych Sy, (f)? = [5° |m(tL) f|? % nie byty
przedmiotem tak intensywnych badan. Gtéwnym celem H1 bylo udowodnienie, ze te oszacowania, w
duzym stopniu, moga by¢ wywnioskowane z faktu posiadania przez L rachunkéw funkcyjnych Mihlina-
Hormandera.

Aby przedstawic¢ wyniki z H1 potrzebujemy wprowadzi¢ kilka oznaczen.

Symbol C?(Y') oznacza przestrzefi funkcji ciaglych na Y, ktére posiadaja ciagte pochodne do rzedu 3.
Dla h € CP(Y) definiujemy

47
h = sup su ‘h ;
I”lles vy SUp SUp | s (y)

zauwazmy, ze moze si¢ zdarzy¢, ze ||h||cs(yy = oo. W HI za przestrzei Y bierzemy zawsze R, [0, o0)
lub [0, 1]; w ostatnich dwéch przypadkach rozwazamy jednostronne pochodne na brzegu.
Dla nieujemnej liczby 3 in € C8([0, 00)) definiujemy

o dﬁ ﬁ—l o0 2
CnB)= [ | 5n(s)|s" ds  Dnp) = [ (logs)
1 |ds 1
o ile tylko catka jest zbiezna. W Twierdzeniach[d.16]i #.22] ponizej potrzebujemy nastepujacych wielkosci

N(n) = [nllcoreoay + sup  C(n,B),
(414) ) £B=0,1,a+2
N(n):=N(n) + D(n,a+2).
Zauwazmy, ze skoiczono$é N (n) implikuje ograniczonosé funkcji . Wynika to z nieréwnosci |n(s)| <
C(n,1) + |n(1)|, prawdziwej dla s > 1.
Funkcje maksymalne badane w H1 byty postaci

(4.15) My(f) = Sup lp(tL) f].

sP1 ds,

ds
@77(5)

W szczegblnosei, dla ¢(A) = exp(—A) otrzymujemy funkcje maksymalng zwiazana z pétgrupa ciepta
Meyp(—-
sz(ed) nasza praca Alexopoulos i Lohué w [6] oraz Gunawan i Sikora w [53[] otrzymali pewne wyniki
dla funkcji maksymalnych zwigzanych z mnoznikami spektralnymi. W artykule [6]] autorzy skupili si¢ na
konkretnych funkcjach maksymalnych zwigzanych z operatorami Bochnera-Riesza (na ogélnych grupach
o wzroScie wielomianowym oraz na rozmaito$ciach Riemanna o nieujemnej krzywizZnie). W raporcie [55]]
zbadano funkcje maksymalne zwigzane z mnoznikami spektralnymi dla ogdlnych operatoréw eliptycz-
nych na R¢. Naszym wkiadem w H1 jest obserwacja, ze podobne metody dziataja w znacznie bardziej
ogo6lnym kontekscie.
Gtéwnym wynikiem z H1 dla funkcji maksymalnych jest twierdzenie ponize;j.

Twierdzenie 4.16 (Theorem 3.1 in H1). Zatozmy, ze L ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera rzedu
« na wszystkich przestrzeniach LP, 1 < p < oo. Niech ¢: [0,00) — C bedzie funkcjq z C*2([0,00))
ktéra spetnia N (p) < co. Wowczas operator maksymalny zadany przez (@13)) jest ograniczony na wszyst-
kich przestrzeniach LP, 1 < p < oco. Zachodzi rowniez

(4.17) IMy(H)lle Sp N flle,  feL*NLP.

Jako bezposredni wniosek z Twierdzenia[d.16|otrzymalismy w H1 nastepujace oszacowanie, ktore byto
pdZniej istotnie wykorzystane w H2.

Wnhiosek 4.18 (Corollary 3.2 in H1). Zatozimy, Ze ¢ ma nosnik w pewnym zbiorze zwartym K. Wéwczas,
dla wszystkich 1 < p < oo zachodzi

(4.19) 1Mo ()l Skp llellcerzqoooy I fles  feL2NLP.
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Dowdéd Twierdzenia jest zawarty w H1 na str. 148. Opiera si¢ on na technikach transformaty Mel-
lina. W analizie harmonicznej metoda transformaty Mellina zostata zapoczatkowana w pracy Cowlinga
[29, Section 3]. Formalnie rzecz biorac pomyst opiera si¢ na zapisaniu dla m(\) = (A) —e~** mnoznika
m(tL) za pomoca odwrotnej transformaty Mellina (transformaty Fouriera na grupie ((0, 00), -)) jako

(4.20) m(tL) = /R./\/l(m)(u)ti“l)iuf du,

gdzie M(m)(u) = [5°m(s)s ®!ds. Pozwala to na oszacowanie z géry operatora maksymalnego za
pomoca catki z urojonych poteg L™ plus funkcji maksymalnej dla pétgrupy ciepta (ktérej ograniczono$é
na LP jest znana). Pomyst ten pochodzi z pracy Cowlinga [29, Section 3]. W tym miejscu potrzebujemy
takze oszacowania || L™||z» < Cp(1 + |u|)®, ktére wynika z zalozenia, ze L posiada rachunki funkcyjne
Mihlina-Hérmandera rzedu «. Zauwazmy, ze aby napisaé oraz dowéd z H1 p. 148 formalnie,
jedyna rzecza pozostata do sprawdzenia jest mocna ciagtos¢ na LP (dla 1 < p < oo) grupy urojonych
poteg { L%} ,cr. W przypadku gdy mocna ciagto$¢ zachodzi dowéd przepisuje si¢ na ogdlne przestrzeni
Banacha, niekoniecznie bedace przestrzeniami LP. Ta obserwacja bgdzie istotna w H3.
Funkcje kwadratowe badane w H1 byly postaci
1/2

@21) suh=( [~ wensr )

Z twierdzenia spektralnego wiadomo, ze .Sy, jest ograniczona na L? wtedy i tylko wtedy gdy

[T worS <o
0 t

W artykule [30] autorstwa Cowlinga, Dousta, McIntosha, i Yagi’ego w wyczerpujacy sposob rozwa-
zono przypadek gdy 1 jest funkcja holomorficzna. Praca H2 pozwala ostabi¢ to zalozenie do pewnej
skoniczonej gtadkosci funkcji v, pod warunkiem, ze L ma rachunki funkcyjne typu Mihlina-Hormandera.

Twierdzenie 4.22. Zatéimy, Ze L ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera rzedu o na wszystkich
przestrzeniach LP, 1 < p < oo. Niech 1 € C**2[0,00) spetnia 1)(0) = 0i N(¢)) < oo. Wowczas, dla
kazdego 1 < p < oo, funkcja kwadratowa (&.21)) spetnia

@23) I1£e S 150w Sy IFlire f € LEALP.
Z Twierdzenia[d.22]tatwo otrzymujemy ponizszy wniosek.

Whiosek 4.24. Niech 1) € C°T2(0, 00) spetnia 1(0) = 0 i zatéimy, ze nosnik 1 zawiera si¢ w zbiorze
zwartym K. Wowczas dla kazdego 1 < p < oo zachodzi

(4.25) 1o Sposc 1S6(Dlle Spwrc [1Flle, € L2NIP.

Dow6d Twierdzenia[d.22]jest oparty na wykorzystaniu transformaty Mellina oraz pewnych idei z [30].
Korzystajac z faktu, ze transformata Mellina jest izometria miedzy L?((0, cc), %) i L?(R) zapisujemy

(4.26) s = rw«p)(u)v“ﬂ?du)lm.

Nastepnie nalezy odpowiednio roztozy¢ catke (4.26) na dyskretne funkcje kwadratowe, ktére z kolei sza-
cuja sie przy uzyciu nieréwnosci Chinczyna. Warto podkresli¢, ze dowéd Twierdzenia [#.22]jest wyrazZnie
bardziej skomplikowany od dowodu Twierdzenia [4.16]

Na zakonczenie opisu H1 chcieliby$Smy jeszcze raz podkresli¢ fakt, ze funkcje ¢ i ¢ z Twierdzeri [F.16]
122 nie muszac by¢ holomorficzne. Warianty tych twierdzeri przy dodatkowym zatozeniu holomorficz-
nosci ¢ i ¢ w odpowiednim sektorze, byly znane wczesniej, vide [29], [21]] i [30]. W tych pracach autorzy
musieli pracowa¢ z funkcjami holomorficznymi, poniewaz operator L miat tylko H°° rachunki funkcyjne.

4.3.4. ’Approaching bilinear multipliers via a functional calculus’, artykut H2. W drugiej pracy
wchodzacej w sklad rozprawy habilitacyjnej zaproponowali§my pewna teori¢ ograniczonosci operatorow
dwuliniowych zadanych przez twierdzenie spektralne. W jej ramach udowodnili§my twierdzenia typu
Coifmana-Meyera oraz utamkowe reguty Leibniza. W H2 opisaliSmy tez zastosowania naszej teorii; do
mnoznikéw dwuliniowych zwiazanych z dyskretnym laplasjanem na Z¢, ogélnych dwuliniowych radial-
nych mnoznikéw Dunkla, oraz do mnoznikéw dwuliniowych zwiazanych z rozwinigciami Jacobi’ego. O
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ile nam wiadomo jest to pierwszy przyktad tak ogdlnej teorii dla mnoznikéw dwuliniowych. PrzejdZmy
teraz do szczeg6tow.
Mnoznikami dwuliniowymi dla transformaty Fouriera nazywane sa operatory

(4.27) Fn(f1, 2)(@) = // (&1, &) fi(6) fa(b2)e™@H ) dg, xR,

gdzie m: R? — C jest funkcja ograniczona. Symbol f(¢) = Jg f(z)e™ ¢ dx oznacza tu transformate
Fouriera na R. Wedlug naszej wiedzy przed H2 nie zostala podjgta préoba uogélnienia operatoréw Fi,
poza kontekst fourierowski. Gtéwna ideq przy§wiecajaca H2 byta proba stworzenia teorii mnoznikéw
dwuliniowych zdefiniowanych przez (dwuwymiarowe) twierdzenie spektralne, ktéra nasladuje zwiazek
miedzy liniowymi mnoznikami Fouriera i liniowymi mnoznikami spektralnymi.

Punktem poczatkowym naszych badan byta obserwacja, ze wzér (@.27)) moze by¢ zapisany inaczej jako

Fn(f1, f2)(x) = m(i01,102) (/L @ fa)(2,2),  x€R;

symbole 0;, J2 oznaczaja tu pochodne czastkowe, zas m(id;, i02) jest zdefiniowany przez dwuwymia-
rowe twierdzenie spektralne za pomoca (@.6). Zauwazmy, ze 01 = 0 ® I 1 02 = I ® 0, gdzie d oznacza
pochodng na R, za$ I jest operatorem identycznosciowym. W H2 badamy mozliwos¢ zastapienia i0; i
10y przez bardziej ogdlne operatory postaci L1 = L ® I'i Ly = I ® L. Rozwazane przez nas mnozniki
dwuliniowe to

(4.28) Bu(fi, f2)(2) = m(L1, La)(fr @ fo) (2, 2),  zeX.

Powyzej L jest nieujemnym samosprzezonym operatorem na L?(X), gdzie X = (X,v,Y) jest o skori-
czong przestrzenig miarowa, za$ m(L1, Lo) jest zdefiniowane przez dwuwymiarowe twierdzenie spek-
tralne, vide (@.6). Zaktadamy, ze L generuje symetryczng pélgrupe kontrakeji oraz, ze #.28) ma sens
(formalnie jest to warunek (WD) w H2). Te dwa zatozenia s natury techniczej. Gtéwnymi zatozeniami o
L w H2 sa posiadanie przez L rachunkéw funkcyjnych Mihlina-Hormandera rzedu p > 0, a takze pewien
wzor na punktowy iloczyn mnoznikow spektralnych L. Mianowicie w H2 wymagamy, ze

(MH) L posiada rachunki funkcyjne typu Mihlina-Hormandera rzgdu p na wszystkich przestrze-
niach LP = LP(X),1 < p < o0,

oraz, ze

istnieje stata b > 0 o nastegpujacej wlasnosci: jesli ¢ i ¢ sa ograniczonymi funkcjami gtadkimi
spetniajacymi suppyy, C [0, 257 i suppyy, C [2F72,25+2), k € Z, to wéwczas

(PF) er(L)(f1) - r(L)(f2) = (L) er(L)(f1) - r(L)(f2)],

dla dowolnej funkcji gladkiej Uy, ktéra réwna sie 1 na [2k—3=b 9k+3+b] | znika poza
[2k5—5—b 2k‘+5+b]‘

Z grubsza méwiac (PF) orzeka, ze mnozniki spektralne L zachowuja si¢ odpowiednio dobrze wzglgdem
punktowego mnozenia funkcji.

Powstaniu H2 przy§wiecaty dwa gtéwne cele. Po pierwsze chcieliSmy udowodnic¢ twierdzenia Coifmana-
Meyera poza kontekstem fourierowskim. Po drugie szukali§my zastosowar tych wynikéw do utamkowych
regut Leibniza.

Klasyczne twierdzenie mnoznikowe Coifmana-Meyera orzeka, ze dwuwymiarowy warunek Mihlina-
Hormandera supgcge [£]*+20%m(£)| < Ca, o € N?, implikuje ograniczonos¢ operatora Fy, z LP* x
LP2 do LP, 1/p = 1/p1 + 1/p2, p1 > 1, p2 > 1, p > 1/2. Twierdzenie to zostalo otrzymane przez
Coifmana i Meyera dla p > 1, vide [25]. Wynik zostat nastgpnie uogélniony do p > 1/2 przez Grafakosa
i Torresa [53] oraz Keniga i Steina [[74].

Gtéwnym wynikiem H2 jest uogélnione twierdzenie Coifmana-Meyera. Ponizej piszemy skrétowo
LP = [P(X).

Twierdzenie 4.29 (Theorem 2.3 in H2). Zatéimy, ze m: (0,00)? — C spetnia dwuwymiarowy warunek
Mihlina-Hormandera
(4.30) N 2192 19%m(N)] < Cha, A € (0,00),

<
dla wszystkich multi-indeksow o € N2, a1 + ag < 2p + 4. Wowczas operator By, zadany przez [#28))
Jjest ograniczony z LP* x LP? do LP| gdzie 1/p1 + 1/pa = 1/p i p1,p2,p > 1. Doktadniej, dla f; € LPi,
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1= 1,2, zachodzi
1Bm (f1, f2)ll2e < Cpm [ f1llLoe [ 2| o2

Dowdd Twierdzenia [4.29] jest zaprezentowany w [Section 2, H2]. Gtéwna napotkang trudnoscia byto
znalezienie odpowiednio ’elastycznego’ dowodu klasycznego twierdzenia Coifmana-Meyera. Dowdd,
ktéry prezentujemy w H2 nasladuje schemat z ksiazki Muscalu i Schlaga [94, pp. 67-71]. Jest tez dos¢
bliski oryginalnemu dowodowi Coifmana i Meyera [25]. W dowodzie Twierdzenia [4.29] rozktadamy
m(L1, La) po stronie spektralnej na dwie czesci sktadowe zaleznie od tego czy zmienne spektralne A i
A2 sa blisko czy daleko od siebie. Zalozenie jest uzyte w obu czes$ciach. Doktadniej w obu skta-
dowych potrzebujemy ograniczonosci na LP funkcji maksymalnej M., danej przez (.13)) dla funkcji
¢ € C*"2(]0,]) o nosniku zwartym. Ta ograniczono$¢ zostata wczesniej uzasadniona w H1, w au-
toreferacie jest ona sformutowana jako Wniosek [.18] W dowodzie potrzebujemy réwniez spektralnego
wariantu teorii Littlewooda-Paley’a na L?, ktéry w standardowy sposGb wynika z (MH). Zatozenie (PE)
natomiast jest bardzo przydatne w sktadowej m(L1, L2) w ktérej zmienna spektralne sa daleko od siebie.

Twierdzenie [4.29] pozwala otrzymac jako wnioski twierdzenia mnoznikowe typu Coifmana-Meyera w
trzech przypadkach poza kontekstem transformaty Fouriera. W [Theorem 3.1, H2] otrzymujemy twier-
dzenie typu Coifmana-Meyera dla L bedacego dyskretnym laplasjanem na Z?. Rezultat ten jest bliski [11]
Theorem 3.4]. W [Theorem 4.1, H2] badamy dwuliniowe bi-radialne mnozniki dla operatoréw Dunkla;
tutaj za L bierzemy ogdlny laplasjan Dunkla. Dodatkowo [Corollary 4.3, H2] dostarcza innego dowodu
[7, Theorem 4.1].. Wreszcie w [Theorem 5.1, H2] otrzymujemy twierdzenie mnoznikowe typu Coifmana-
Meyera dla rozwinig¢ w wielomiany Jacobi’ego; tutaj L jest operatorem Jacobi’ego.

Drugim z gtéwnym celéw H2 bylo otrzymanie utamkowych regut Leibniza dla operatoréw réznych
od klasycznego laplasjanu. Utamkowa reguta Leibniza dla laplasjanu Aga na R orzeka, ze dla kazdego
s>0il/p=1/p1 +1/p2, p1,p2 > 1,p > 1/2, zachodzi

1(=Aga)*(fOllr < 1(=Ara)*(DllLerllgllzez + 1(=Ara)*(9)l ez fll o1

Dowdd tej nieréwnosci mozna znaleZé w pracy Grafakosa and Oh [54], przypadek kraficowy jest za-
warty w artykule Bourgaina i Li [16]]. Podobna nier6wnos¢ byta badana przez Kato i Ponce [[72] dlatego
utamkowa reguta Leibniza znana jest réwniez jako nieréwnos¢ Kato-Ponce’a (vide [73]]). Uogélnienia
nieréwnos$ci Kato-Ponce’a lub podobnych nieréwnos$ci byty badane przez wielu autoréw. Dla przyktadu,
Muscalu, Pipher, Tao, i Thiele [93] rozszerzyli nieréwno$¢ przez dopuszczenie utamkowych pochodnych
czastkowych na R2: Bernicot, Maldonado, Moen, i Naibo [17] udowodnili nieréwno$¢ Kato-Ponce’a w
kontekscie wagowych przestrzeni L?; natomiast Frey [S1] otrzymata utamkowa regute Leibniza dla ogdl-
nych operatoréw spetniajacych oszacowania Davies’a-Gaffney’a w przypadku gdy p1 = p = 2, p2 = o0.
W artykule H2 pokazujemy utamkowe reguly Leibniza postaci

IL*(FD i Ss (1L (Al zeallgllzee + L2 () zea | Fl 2o,

gdzie s > 0, 1/p1 + 1/p2 = 1/p, p1,p2,p > 1, w dwich nowych kontekstach: gdy L jest dyskretnym
laplasjanem na Z? [Corollary 3.2, H2] oraz gdy L laplasjanem Dunkla w sytuacji produktowej [Corollary
4.3, H2]. Dowody tych utamkowych regut Leibniza opieraja si¢ na dwéch wiasnosciach operatora L. Po
pierwsze, potrzebujemy odpowiedniego twierdzenia mnoznikowego typu Coifmana-Meyera; twierdzenie
takie wynika z Twierdzenia .29] Po drugie, wymagamy istnienia pewnych operatoréw zwiazanych z L,
ktére spetniaja (badZ prawie spetniaja) regule Leibniza catkowitego rzedu.

4.3.5. ’Strong continuity on Hardy spaces’, artykul H3. .

W trzeciej pracy wchodzacej w sktad osiagnigcia naukowego badaliSmy mocna ciagto$¢ na przestrzeni
Hardy’ego H} réznych mnoznikéw spektralnych postaci m(tL). Symbol L oznacza tu operator na L2,
ktéry ma oszacowania Daviesa-Gaffneya (patrz (DG)) za$ H} to abstrakcyjna przestrzefi Hardy’ego dla
L zdefiniowana w monografii [[64]]. Opiszemy teraz nasze wyniki bardziej szczegétowo.

W teorii péigrup operatoréw liniowych na przestrzeniach Banacha kluczowe jest zatozenie mocnej cia-
gloéci. Czesto zdarza sie, ze potgrupa Ty = e~'F jest poczatkowo zdefiniowana na L?((2), zas L jest
nieujemnym samosprzgzonym operatorem. W tym przypadku twierdzenie spektralne natychmiast impli-
kuje mocna ciagtosé na L?(€2), tzn. zachodzi lim,_,o+ ||T3.f]| 2 = 0,dla f € L%(Q). Zatézmy takze,
ze {T;}+~0 rozszerza si¢ do symetrycznej pétgrupy kontrakcji na wszystkich LP(Q2), 1 < p < oo. Ko-
rzystajac z faktu, ze mocna i staba zbieznos¢ to te same pojecia dla pétgrup operatoréw (patrz np. [44,
Twierdzenie 5.8]), atwo zauwazy¢, ze pétgrupa T; jest mocno ciagta na wszystkich LP(Q), 1 < p < oo.
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Ponadto, poniewaz {T}};~¢ jest kontrakcja na L'(£2), mozna pokazaé, ze L'() jest tez mocno ciagta
na L(€2). Czgsto mamy do czynienia z sytuacja gdy pétgrupa {T;};~o moze by¢ réwniez zdefiniowana
na przestrzeniach funkcyjnych innych niz LP. Dla przyktadu, klasyczna pétgrupa ciepla T, = ™ n
R dziata réwniez na atomowej przestrzeni Hardy’ego H. L. Mocna ciaglos¢ et™ na H! o Die jest Jednak
oczywista. Wyniki H3 implikuja miedzy innymi te mocna ciagtos¢.

W pracy H3 zakladaliSmy, ze przestrzen € jest przestrzenia typu jednorodnego w sensie Coifmana-
Weissa [28] oraz, ze pétgrupa {7} }1~0 spelnia tzw. oszacowania Daviesa-Gaffney’a.

Przypomnijmy, ze 2 = (Q, %, i, d) (gdzie ¥ jest o-ciatem na €2, p jest miarg na X, za$ d jest metryka
na {2) jest przestrzenia typu jednorodnego w sensie Coifmana-Weissa gdy istnieje stata C' taka, ze

(4.31) w(Ba(x,2t)) < Cp(Bqg(z,t)) dlawszystkichx € Q, ¢t > 0,

tutaj By(z,t) = {y € Q : d(z,y) < t}. Warunek (4.31) implikuje istnienie statych Cp > 0iqg > 0
takich, ze

(4.32) w(Bg(z, st)) < Cos?u(Bg(z,t)) foreveryx € Q, t >0, s> 1.

Oznaczmy przez n infimum po g w #.32).
Oszacowaniami Daviesa-Gaffney’a nazywamy nieréwnosci

dist(Uy, Uy)?
0G) Hﬂﬁ%hﬂ<(ﬂmp<—(;2)>HfﬂanHﬁngn

dla dowolnej f; € L*(2), supp f; C U, i = 1,2, gdzie U; sa otwartymi podzbiorami §2. Wiadomo,
ze punktowe oszacowania Gaussowskie implikuja oszacowania Daviesa-Gaffney’a. Zat6zmy mianowicie,
ze operator T; moze by¢ wyrazony jadrem catkowym jako T f(x) = [, Ti(z,y)f(y) du(y). Wéwcezas
nier6wnos¢é

CO d(ﬁ, y)2
4.33 Ti(z, <—exp | — ,

dla pewnych nieujemnych statych Cy, co, implikuje (DG). Z racji tego, ze (33)) zachodzi dla wielu ope-
ratoréw, w szczeg6lnosci dla operatérw Schrodingera z nieujemnym potencjatem, widzimy, Ze nasze za-
tozenia sa dos¢ ogdlne.

Dla f € L?(Q) rozwazmy funkcje kwadratowa Sy, f stowarzyszona z L i zadana wzorem

1/2
Suf(a Q/ymm ﬂ“%g?),

gdzie D(z) = {(y,t) € 2 x (0,00) : d(x,y) < t}. Przestrzen Hardy’ego H} = H] g, () jest zdefinio-
wana jako (abstrakcyjne) uzupetnienie

{F € LX) : |Sufllri) < oo}

w normie || f|| H = = ||Sufllz1(q)- Hofmann, Lu, Mitrea, Mitrea, Yan pokazali w [64]l, ze przy zatoze-

niu (DG)) przestrzein H} 7 moze byc opisana zaréwno przez rozktady atomowe jak i molekularne. Ponizej
opiszemy pokroétce te rozktady.

Niech M > 1, M € N. Funkcj¢ a nazywamy (1,2, M)-atomem dla Hi gdy istnieje kula B =
Ba(yo,7) = {y € Q: d(y,y0) < r} i funkcjab € D(LM) taka, ze

a=LMp;
supkab cB, k=0,1,..., M;
(2 L)Eb p20y < M pu(B) ™2, k=0,1,..., M.
Méwimy, ze f = >°; Aja; jest (1,2, M) atomowa reprezentacja (funkcji f) gdy {A;}52, € I', kazdy z

a; jest (1,2, M) atomem, a suma jest zbiezna w L?. Nastepnie definiujemy

Hiah M= { f: f posiada (1,2, M) atomowa reprezentacje;},
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z norma zadang przez

[e.e] o0
||f”Hi ., =inf { Z IAjl: f= Z Ajajjest (1,2, M) atomowa reprezentach}.
o §=0 j=0

Przestrzen H }J at, M Jest zdefiniowana jako (abstrakcyjne) uzupetnienie HIL at, M-
Theorem 4.14 z [64] orzeka, ze dla kazdego M > ng/4 istnieje stata C' > 0 taka, ze

CMU A ey < Mf My, ,, < O Ny -

L,at,M
W pracy [64] autorzy podali takze opis H1 za pomoca molekut. Ustalmy € > 0i M > ng/4, M € N.
Powiemy, ze funkcja @ jest (1,2, M, ) molekuta zwiazana z L gdy istnieje funkcja b € D(LM) oraz kula
B = By(yo, r) takie, ze
a= LM"p;
\\(TQL)kZ;’\L2(UjB)) < M7 (Byo, 277)) 12
dlak = 0,1,..,M, j = 0,1,2, ..., gdzie Uy = B, U;j(B) = Ba(y0,2’r) \ Ba(yo,2"'r) dla j > 1.
Rozktad f = >7; A;a; jest (1,2, M, ) molekularna reprezentacja (funkcji f) gdy {}; }]Qio € 1!, kazda z
funkeji @; jest (1,2, M, &) molekula, i suma zbiega w L?. Definiujemy

HlewL Me= { f e L*(Q): f posiada (1,2, M, ) molekularng reprezentacjg},

z norma zadana przez

oo o
HfHHlL I inf { Z Nl f= Z Ajaj jest (1,2, M, ) molekularng reprezentacja}.
ymot, s€ ‘7:0 ‘]:0

Przestrzefi H] .. 1/ . jest (abstrakcyjnym) uzupelnieniem H} .
W [64, Corollary 5.3] udowodniono, ze dla M > ng/4ie > 0 zachodzi HlL b M = ]HllL mol.M.es Z
réwnowaznoscig norm. Dodatkowo, mamy H} = H} ,, ,; @ zatem

(4.34) Hi = HJ ynr = Hl ol nes

dla N, M > ny/4.
Pod powyzszymi zatozeniami udowodniliSmy w H3 nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.35 (Theorem 3.1 in H3). Niech k bedzie liczbq naturalng wigkszq niz (ng + 1) /2. Niech
m: [0,00) — C bedzie funkcjq ciagta majacq ciagte pochodne czagstkowe do rzedu k na (0, 00). Zatozmy,
Ze m spetnia warunek Mihlina-Hormandera @3) rzedu k i dodatkowo, ze

4.36 lim Mm@\ =0 i=1,.... K
(4.36) Jim MmP(A) =0, j=1,...%

Woéwczas zachodzi nastepujaca mocna zbieinosé na Hj,

(4.37) tli%l+ m(tVL)f =m(0)f, for every f € H}.

Jako wniosek z naszego gléwnego twierdzenia otrzymaliSmy mocng ciaglos¢ konkretnych rodzin ope-
ratoréw.

Vi

—tL L sq

Whiosek 4.38 (Corollary 3.2 in H3). Zaréwno pétgrupa ciepta e** jak i pétgrupa Poissona e

mocno ciqgte na H} .

Whiosek 4.39 (Corollary 3.3 in H3). Niech f € H}. Wowczas zachodzi zbieinosé lim, o L' f = f w
normie Hi

Gléwna idea w dowodzie Twierdzenia .33 byto pokazanie, ze istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego a
bedacego (1,2, 2M) atomem funkcja (m(tv/L) —m(0))a jest mata wielokrotnoscia (1,2, M, ) molekuty
gdy t — 0. To wystarczy z uwagi na réwnowazno$¢ [@.34). Metody uzyte w dowodzie Twierdzenia
@] sg oparte na artykule [42], w ktérym Dziubafiski i Preisner otrzymali rachunki funkcyjne Mihlina-
Hormandera dla L na H i vide [42, Theorem 4.2] i [Theorem 2.2 in H3]. Waznym narze¢dziem byt takze
Lemma 4.8 z [42].
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Lemat 4.40. [42, Lemma 4.8), H1, Lemma 2.3] Niech v > 1/2, 3 > 0. Wéwczas istnieje stata C' > 0
taka, ze dla kazdej funkcji F € W?7t8/2(R) i kazdej funkcji g € L*(Q), suppg C Bq(yo,r), zachodzi

—j 2 (d(z, )\ PR )
/d( Y0)>2 F(2 \FL)g(x” (7'> du(w) < C(r2?) HF|’W2~,V+ﬁ/2HgHL2(Q)
Z,Y0 Id

dla j € Z.
W dowodzie tego lematu kluczowym jest zatozenie (DG). Doktadniej, uzywana jest tam réwnowaznos¢
(DG ze skoniczong predkoscia propagacji réwnania fali.

Zakonczymy te sekcje opisem jeszcze jednego wniosku z H1 i H3 ktéry byt zasugerowany w obu tych
artykutach ale w zadnym nie zostal napisany bezposrednio.
Whniosek 4.41. Zatozmy, ze pélgrupa {T; }1~o spetnia oszacownia Gaussowskie @33). Niech ¢ € C*+2(]0, 00)),
dla pewnej liczby naturalnej k > (ng + 1) /2, i zatozmy, Ze @ jest niesiona w pewnym zbiorze zwartym K.
Mamy wowczas

(4.42) [My(F)llr0) < Crllellemr2(o,oop I f a2 -
Dowad (szkic). Z 64, Theorem 7.4] wiemy, ze

| sup ‘eith‘HLl(Q) < C||f”H£;
>0

w szezegdInosci || f| 1oy < Ol f]] w1 - Dodatkowo, Wniosekimplikuje, ze odwzorowanie u — L™
jest mocno ciagle na H}; poniewaz £z < C||f||H£ wnioskujemy, ze L™ jest mocno ciagle z H}
do L'(€2). Nastepnie z [42, Theorem 4.2] wiemy, ze L ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera na
H} rzedu k, skad otrzymujemy oszacowanie || L™ || ;1 < C(1+ |u|)*. Uzywajac powyzszych obserwacji
i powtarzajac dowdd Twierdzenia [f.16]i Lematu dochodzimy tatwo do @.42). O

4.3.6. ’Dimension-free L” estimates for vectors of Riesz transforms associated with orthogonal expan-
sions’, artykul H4. W czwartej pracy osiagnigcia naukowego zastosowaliSmy metode funkcji Bellmana
do badania norm LP wektoréw transformat Riesza zwigzanych z rozwinigciami ortogonalnymi. Udowod-
nilismy, ze dla wielu rozwinigé ortogonalnych normy te sa szacowane z géry przez 48 max(p, (p — 1) ~1).
Kluczowy dla naszej metody jest pewien wzér typu rachunkéw funkcyjnych, ktéry wigze transformate
Riesza z pewna catka, w ktorej wystepuja dwa rodzaje pétgrup. Warto zauwazyc¢, ze te pétgrupy nie ko-
mutuja. Wyniki H4 mozna uwazaé za odpowiednik na LP, 1 < p < oo, dla duzej czesci teorii L? z pracy
Nowaka i Stempaka w [[105]. Opiszemy teraz pracg H4 bardziej szczegétowo.
Klasycznymi transformatami Riesza na R? nazywamy operatory

Rif(x) = 0p(—~Aga) V2f(2), i=1,....d.
W [L12]] E. M. Stein udowodnit, ze wektor transformat Riesza
Rf=(Ruf,...,Raf)

ma niezalezne od wymiaru oszacowania na przestrzeniach L?; doktadniej
(4.43) IRl o ey < Cp I fll 1o may, I <p<oo,
gdzie C), jest niezalezne od wymiaru d. W tej sekcji przez | R f|| 1» (ra) zawsze oznaczamy norme L” (£%)
wektora R f, mianowicie H(Z?Zl IR 1) »(ra)- JakiS czas pozniej zdano sobie sprawe, ze dla 1 <
p < 2 mozna przyja¢ Cp, < C(p — 1)~1 w @Z3), vide [9], [39]. Warto nadmienié, ze najlepsza stata w
oszacowaniu (4.43)) jest nieznana dla d > 2; najlepsze znane wyniki mozna znalez¢ w [10] i [67]].

Gtéwnym celem H4 byto uogélnienie (4.43) do kontekstéw produktowych X = X x - - - x X bardziej
og6lnych niz R = R x - - - x R z produktowa miara Lebesgue’a. Punktem startowym naszych badan byta
obserwacja, ze klasyczne transformaty Riesza moga by¢ formalnie zapisane jako R; = §;( le Li)_l/ 2
gdzie §; = 0,,, and L; = §;9;. Uogblnione transformaty Riesza badane w H4 sa tej samej postaci
(4.44) Ri=6&L7Y2  i=1,....d,

gdzie &; jest pewnym operatorem okreslonym na gestej podprzestrzeni L?(X;, u;),

d
(4.45) Li =066 +a;, za$ L=Y L
=1



AUTOREFERAT 15

Powyzej a; jest nieujemna stala. Sprzezenie &) bierzemy wzgledem iloczynu skalarnego na L?(X;, p1;),
gdzie p; jest nieujemna miara Borelowska na X; taka, ze du;(z;) = w;(x;)dx; dla pewnej nieujemnej
i gtadkiej funkcji w; na X;. Uscislajac, jesli O jest L? wartoscia wtasna L, to definicja R; musi byé
nieco zmodyfikowana; jest to wyjasnione w Section 2 pracy H4. Jednak w tym opisie dla uproszczenia
prezentacji zaktadamy, Ze 0 nie jest L? wartoscia wtasna L. W H4 zaktadamy, ze kazdy z X;,i = 1,.. ., d,
jest odcinkiem otwartym w R, pétprosta otwarta w R lub jest cala prosta rzeczywista; ktadziemy réwniez
X=X1 x---xXgip=pu ®- - uq. Rozwazane przez nas operatory ¢; sa postaci

(4.46) 0 = pi(x;) Or; + qi(w4), r; € X,

dla pewnych funkcji o wartosciach rzeczywistych p; € C°(X;) i ¢; € C°(X;). Zauwazmy, Ze istotng
réznica miedzy klasycznymi transformatami Riesza i uogdlnionymi transformatami Riesza jest fakt, ze
operatory d; i ; moga nie komutowac.

W H4 zaktadamy, ze dla ¢ = 1,...,d, istnieje baza ortonormalna {Wii}kieN przestrzeni L?(X;, j1;)
ztozona z wektoréw wiasnych L; z odpowiadajacymi wartoSciami wlasnymi {/\22 }r;en, tzn.

Wymagamy aby ciag {)\};i}kieN byt Scisle rosnacy i aby limy, .o )\};i = 00. Zauwazmy, Ze nasze za-

lozenia o p;, q;, 1 w; implikuja, ze gp};i € C*(X;) (wynika to z hipoeliptycznosci L;). Ktadac dla
k= (k... kq) € N,
(4.47) Ph =Pk @0 ® Py,
otrzymujemy baze ortonormalna na L? := L?(X, 1) ztozona z wektoréw whasnych operatora L = L1 +
- -+ 4+ Lg. Funkcji ¢, odpowiada warto$¢ wilasna

Ao =g, 0+ AL,

tzn. Ly, = Appg. Dalej rozwazamy samosprzezone rozszerzenie L (ktére oznaczamy tym samym sym-
bolem) dane przez

Lf =Y X (f00) 2 @k
keNd
z dziedzing
Dom(L) = {f € L*: Y [\l*| (f, 0w} 2 [* < o0}
keNd
Zaktadamy, ze funkcje cp};i, 1=1,...,d, spetniaja

(TD <5“0§”7 6i(pini>L2(Xi,ui) - <5;k5i SD;W (pini>L2(qui) ’

Poniewaz o), € C*°(X) widzimy, ze takze 6;¢;, € C°°(X). Mozemy teraz zdefiniowa¢ formalnie trans-
formaty Riesza przez

(4.48) Rif = 3 N2 (F, 0n) 12 i
keNd

Definiujac
D =lin{yy: k € N}, D; = 6;[D] = lin{d;pp: ke N}, i=1,....d,
widzimy, ze @.48) jest dobrze okreslone przynajmniej dla f € D.

W [105}, Proposition 1] autorzy udowodnili, ze wektor transformat Riesza

Rf: (R1f>"'7Rdf)
spetnia
IRfllz2(x,0) < [Ifll2(x -
Gtéwnym celem H4 byto pokazanie wariantu LP powyzszej nieréwnosci na L? ze stala 1 zastapiona przez
Cmax(p, (p—1)71), 1 <p < co.
Dwa zatozenia byly kluczowe dla pracy H4. Po pierwsze, krétki rachunek, vide [105] p. 683], pokazuje,

ze komutator [0;, 0;| jest funkcja, ktéra oznaczamy przez v;. Zaktadamy, ze

(A1) funkcje vi,v = 1,...,d, sqnieujemne.
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Po drugie, nietrudno sprawdzi¢, ze L = Z?Zl L; moze by¢ roztozony na
(4.49) L=L+r,

gdzief/ jest operatorem rézniczkowym (bez potencjatu - wyrazu stopnia zero) za$ r jest potencjatem.
Zaktadamy, ze

d
(A2) istnieje stala K > 0 taka, ze Y q7 (v;) < K - r(z),
i=1
W wielu rozwazanych przez nas przypadkach mozemy przyja¢ K = 1 lub K = 0. W szczeg6lnosci, gdy
@1 =+ = qq = 0 to nieréwnos¢ (A2) zachodzi z K = 0.

Poza gtéwnymi zatozeniami (AT)) i (A2) zaktadalismy takze w H4 trzy techniczne warunki (nazywane
(T1), (T2), and (T3)).
Gdy 0 nie jest wartoscia wlasng L na L? gtéwnym wynikiem H4 jest twierdzenie ponizej.

Twierdzenie 4.50 (Theorem 1 in H4). Niech p* = max(p,p/(p — 1)). Wowczas wektor transformat
RieszaRf = (Rif, ..., Rqf) z R zdefiniowanym w (@.44) spetnia oszacowania

HRfHLp(X“u) < 24(1 4+ \/?)(P* - I)HfHLP(X,u)7 I <p<oo.
Innymi stowy, ktadac 0 f = (01f,...,04f), mamy

deHLP(X,M) <2141+ VE)(p* - 1) HLl/zf‘ 1 <p<oo.

(X))’

Z Twierdzenia otrzymujemy niezalezne od wymiaru oszacowania na LP, 1 < p < oo, dla wek-
toréw transformat Riesza zwigzanych z klasycznymi wielowymiarowymi rozwinigciami ortogonalnymi.
Szczegdty podane sa w liscie przyktadéw w [Section 5, H4]. Dla przyktadu w [Section 5.3, H4] otrzymu-
jemy niezalezne od wymiaru oszacowania dla wektoréw transformat Riesza zwiazanych z rozwinigciami
Jacobi’ego, co uzupetnia wyniki Nowaka i Sjogrena [[104]]. Ponadto nasze podejScie dostarcza jednolitej
teorii oszacowan niezaleznych od wymiaru dla wektoréw transformat Riesza. W wigkszosci wczesniej-
szych prac kazdy z przypadkéw klasycznych rozwinigé ortogonalnych byt traktowany z osobna, vide np.
13301, (361, [561], 1571, 1580, (901, [LO1]], [L06], P8. Ogdlniejsze podejicia zostaly niedawno zaproponowane
przez Forzani, Sasso i Scotto w [47] i przez autora w P4. Prace te jednak badaja jedynie niezalezne od
wymiaru oszacowania dla pojedynczych transformat Riesza a nie dla ich wektora.

Omoéwnmy teraz gtéwne kroki w dowodzie Twierdzenia[#.50] Bedziemy potrzebowaé, dlai =1,...,d,
$amOoSpIrzgzonego rozszerzenia operatora

M; = 25;5] +52(51* =L+ [(51,5;1 =L+ v;,
J#i
danego w [[105 (eq. 5.1)]. Zdefiniujmy nastgpnie zbiér D; jako przestrzen liniowa wektoréw wiasnych
M;. Uzyjemy réwniez péigrup
P = et and Qi = et
ich definicja formalna podana jest w [Section 2, H4]. Zauwazmy, ze P;[D] C D i Q:[D;] C D;.
Pierwszym gtéwnym sktadnikiem naszej metody jest nastepujacy wzor.

Propozycja 4.51 (Proposition 2 in H4). Niechi=1,...,d. Wowczas dla f € D i g € D; zachodzi
o) .
(452) (Rifgha=—4 | (6Pif,0Qlg),, vt
0 L

Wzér [@.352)) jest substytutem tacznych rachunkéw funkeyjnych dla pary 6; i L. Rzeczywiscie, poniewaz
te operatory nie komutuja, nie istnieje ogdlny taczny rachunek funkcyjny i mozemy zapisaé jedynie nie-
ktére konkretne funkcje (8;, L). Tutaj chcieliby$my roztozyé R; = 6;L~'/? na inne funkcje pary (d;, L),
z ktérymi pracuje sie tatwiej. Wzor (#.32)) dostarcza wlasnie takiego rozktadu.

Drugim gtéwnym sktadnikiem uzytym w dowodzie Twierdzenia jest pewne wtozenie dwuliniowe
jak w pracach [20} 35| 37, I87]. Dla N € N (tak naprawde interesuje nas N = 11 N = d) i funkcji
F=(f,...,fn): X x (0,00) — R" ktadziemy

d
(4.53) |FZ = r|F]? + [0, F ] + ) |6:F|%
=1
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przypomnijmy, ze 7 jest potencjalem ze wzoru (@.49). Wartosci bezwzgledne | - | w (@#.33) oznaczaja
normy Euklidesowe na RY wektoréw F(z,t), 0;F(x,t) = (0y f1(x,t), ..., 0 fn(w,t)), oraz 6; F (x,t) =
(0ifi(x,t),...,0;fn(x,t)), gdzie (z,t) € X x (0, 00). Ponizej przedstawiamy nasze twierdzenie o dwu-
liniowym wtozeniu. W jego dowodzie warunek (AT) jest kluczowy.

Twierdzenie 4.54 (Theorem 3 in H4). Niech f : X — Randg = (g1,...,94) : X% — R% i zatéimy, ze
fe€Dig, €Dy, fori=1,...,d. Okreslmy

Flz,t) =P f(x) i  Gla,t)=Qig=(Qig1 ..., Qlga)-
Wowczas zachodzi

55) | [ @D 6@ du@) tat <607 = DIl

Dowéd powyzszego twierdzenia jest podany w [Section 4, H4]. Jest on bliski dowodom podobnych
twierdze z [20, 35, 37, 87]]. Kluczowym sktadnikiem dowodu Twierdzenia [#.54] jest konkretna funkcja -
funkcja Bellmana wprowadzona przez Nazarova i Treila. Wezmy p > 2. Niech g = p/(p — 1),

v =) = q(q8_ b,
i zdefiniujmy 3,: [0, 00)% — [0, 00| przez
57 sg e ;s < s
Bplov,o2) =5+ 542 2+ (Bo1)st s

Dla m = (m1, ms) € N? funkcja Bellmana Nazarova-Treila dla p, m jest funkcja
B = By R™ x R™ — [0, 00)

zdefiniowana dla dowolnych ( € R™! i € R™2, przez

1
By C1) = 55p(1C1. ).

Funkcja B ma swoje poczatki w artykule [99]] F. Nazarova i S. Treila. Nastgpnie zostala ona uzyta (i
uproszczona) w [20, 211, 33, 37, 38]]. Dow6d [@.54)) opiera si¢ na pewnych konkretnych wtasno$ciach B,
vide Proposition 4 w H4.

Za pomocg Propozycji[.51]i Twierdzenia .54 tatwo wywnioskowa¢ Twierdzenie .50} ponizej przed-
stawiamy krotki argument.

Dowdd Twierdzenia[ .50\ (szkic). Wystarczy pokazaé, ze dla f € LPig; € L9, i = 1,...,d, warto§¢
bezwzgledna z Y4, (R; f, g;) nie przekracza
1/2
( Z |9 |2>

Argument gestoSciowy pozwala nam wzia¢ f € Dig; € D;, i = 1,...,d. Wowczas z Propozycji f.51]
mamy

241+ VE)(p" — 1)lIf Iy

q

1 o0 i o0 ;
1 (Rif,9i) 12 = /0 <5iPtf, 3tQt9z’>L2 tdt + /0 <Qiptfa atthi>L2 tdt.
Zatozenie (A2) daje

d

> (Rif. 9i) 2
i=1

<4/0°°/X((§|5iaf<x>\)12+fF|Ptf >|G:ct>| dp(x) tdt

4(1+VE) /OOO/X]F(x,t)]*]G(x,t)\*du(x)tdt

i zastosowanie Twierdzenia .54 korficzy dowdd. O



18 AUTOREFERAT

4.3.7. ’LP spherical multipliers on homogeneous trees’, artykul H5. W pracy tej scharakteryzowali-
$my, dla kazdego p € [1,00) \ {2}, mnozniki sferyczne na LP dla drzewa jednorodnego w terminach
mnoznikéw fourierowskich na LP dla torusa. PrzejdZzmy do opisu.

Drzewem jednorodnym stopnia g spéjny graf 7 bez petli taki, ze kazdy punkt x € 7 ma doktadnie
q + 1 sasiadéw. Zakladamy od teraz, ze ¢ > 2. Przypadek ¢ = 1 nie jest interesujacy z punktu widzenia
naszych celéw, poniewaz wtedy drzewo pokrywa si¢ zasadniczo ze zbiorem liczb catkowitych. Na drze-
wie 7 bedziemy rozwazaé miarg liczaca i naturalna odlegtos$¢. Zauwazmy, ze w tej sytuacji kule maja
eksponencjalny wzrost objetosci.

Warto nadmienié, ze w przypadku gdy ¢ jest nieparzyste (a zatem g + 1 parzyste), przykltadem drzewa
jednorodnego jest graf Caley’a grupy wolnej o (¢ + 1)/2 generatorach.

Ustalmy dowolny punkt odniesienia o w 7 (Srodek drzewa) i oznaczmy przez G grupg izometrii 7 zas
przez G, stabilizator o w grupie G. Grupa GG, jest wtedy maksymalng zwarta podgrupa G. Odwzorowanie
g +— g - o identyfikuje 7 z przestrzenia ilorazowa G /G,. Z kazda funkcja f na 7 mozna zwiazaé G-
niezmiennicza funkcje f’ na G okreslajac f'(g) = f(g - 0); w ten spos6b mozna otrzymaé dowolna
G,-niezmienniczg funkcje na G. Przez d(x, y) oznaczaé bedziemy odlegtos¢ x,y € 7 piszemy tez |x| =
d(z,0). Funkcje f na 7 nazywamy radialna, jesli f(x) zalezy tylko od |z|, lub réwnowaznie, jesli f jest
G,-niezmiennicza, lub jesli f’ jest G,-bi-niezmiennicza.

Wiadomo, ze G-niezmiennicze operatory liniowe na LP(7) odpowiadaja operatorom liniowym na
L?(G/G,) ktére sa zadane przez prawostronny splot z G,—bi-niezmienniczymi jadrami. Splot ' €
LP(G/G,) z Gy-bi-niezmienniczym jadrem k' jest zdefiniowany przez

f'*K (g-0)= /Gf'(h-o)k’(h_lg'o) dh, geaG.

Oznaczmy przez C'v, (T ) przestrzeii funkcji radialnych na 7" ktére odpowiadaja tym G ,—bi-niezmienniczym
jadrom. Wéwczas norma funkcji k& w przestrzeni C'v,(7) jest okreslona jako norma odpowiadajacego jej
operatora prawostronnego splotu na LP (G /G,,), lub réwnowaznie, jako norma odpowiadajacego k opera-
tora G,-niezmienniczego na LP(7 ). Norme t¢ oznacza¢ bedziemy przez | k|| Con(T) -

Przez Cv,(Z) oznaczamy przestrzeii jader splotowych zwiazanych z niezmienniczymi na przesunigcia
operatorami na LP(Z). Norma funkcji k nalezacej do C'v,(Z) jest norma odpowiadajacego jej operatora

splotu na LP(Z). Potézmy 7 := 27/ log ¢ i niech F bedzie transformatg Fouriera na Z zadang przez

(4.56) FF(s)=> F(d)g '™ seT,
dez

gdzie T = R/(7Z). Przez M,,(T) oznaczamy przestrzen (ograniczonych) funkcji na T postaci Fk, gdzie
k is in Cvp(Z). Norma funkcji Fk € M,(T) w tej przestrzeni jest ||k, (z)-

Dla p € [1, ] oznaczmy 6(p) = |1/p —1/2|ip’ = p/(p — 1). Dla dowolnego ¢ > 0, przez S; i S;
oznaczamy odpowiednio pas {z € C : |Jz| < t} i jego domknigcie. Dla funkcji holomorficznej f na S;
iv € (—t,t) oznaczamy przez f, funkcje na T zadana przez f,(u) = f(u + iv). Piszemy takze f; i f_¢
dla oznaczenia warto$ci brzegowych f, o ile te istnieja w sensie dystrybucyjnym.

Opiszemy teraz pokrétce sferyczng analize harmoniczng na 7. Funkcjami sferycznymi nazywamy ra-
dialne funkcje wilasne laplasjanu

(4.57) Lf(x)=flz)——— > [,
y: d(z,y)=1

ktére spetniaja warunek ¢(o) = 1. Funkcje sferyczne dane sa jawnym wzorem

q=1 1\ el
(1+q+%\xl)q 2 €TL
¢z(z) = (1 + ZI_ 1 \x!) g 12 (1)l Z2€T/2+TL

c(2) ¢ 4 o(—2) =2 e T\ (r/2)E,
gdzie 7 := 27/ log q za$ c jest funkcja meromorficzng zadang przez

/2 gl/2+iz _ g=1/2—iz

c(z) = q —4q

= . . ze C\ (7/2)Z.
q_|_1 qlz_quz \( /)
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Fatwo zauwazy¢, ze dla kazdego x € T funkcja z — ¢, () jest funkcja catkowita na C spetniajaca
‘(;SZ(CC)’ <]., CCET, Z€§1/2.
Sferyczna transformate Fouriera ffunkcji radialnej f € L'(7) definiujemy jako

f(z) = Zf(l“) ¢=(x), Z€§1/2-
xzeT
Funkcja f jest parzysta i T-okresowa w pasie Sy /3, poniewaz to samo jest prawdg dla ¢.. Powiemy, ze
funkcja holomorficzna w pasie S;(,,) jest niezmiennicza na grupe Weyla jesli spetnia powyzsze warunki
w pasie Ss(,) zamiast w Sy /5. Przez R/7Z bedziemy oznaczaé torus T, ktéry zwykle utozsamiamy z

.. qloggq
—7/2 2). Zdefi = —
[ T/ 77_/ ) & nlu.]my CG 47T(q + 1)

Z [32} formula (3), p. 55] wiadomo, ze wz6r na odwrdcenie dla sferycznej transformaty Fouriera moze
by¢ zapisany jako

(4.58) f(z) = 2¢, g o2 / F(s) e(—s) "L g1l ds.
T

Przypominamy, ze transformata Fouriera F na Z jest zdefiniowana w {#.56)); tutaj wzo6r na odwrécenie
przyjmuje postac

1 .
F(j) = —/fF(s) ¢**ds, jEL.
T JT

Funkcja FF' jest oczywiscie T-okresowa na R. Powiemy, ze dystrybucja m na T nalezy do M,,(T) jesli
splot z 7 ~'m definiuje ograniczony operator na LP(Z). Zauwazmy, ze poniewaz M,,(T) jest podzbiorem
My(T) zas M3 (T) mozemy utozsamiaé z L>°(T), to zbiér M, (T) zawiera si¢ w L>°(T).

Analogon na drzewach jednorodnych znanego wyniku Clerca i Steina [24] stwierdza ze jeSli k &€
Cvp(T), to sferyczna transformacja Fouriera k rozszerza sie do ograniczonej funkcji holomorficznej w
pasie Sg(,). Ten warunek konieczny zostat poprawiony przez Cowlinga, Mede i Setti’ego w [31, Theorem
2.1], ktérzy udowodnili, ze dla k € Cv,(7) wartosci brzegowe 755(:0) funkcji k& naleza do M,(T). W
[31]] autorzy pokazali takze, ze jesli %5@) € M,,(T) to wéwczas operator prawostronnego splotu z k jest
ograniczony na podprzestrzeni funkcji radialnych w LP(T). Inspiracja dla [31] byly wczesniejsze prace
Szwarca [114] i Pytlika [[107]]. W szczegdlnosci, Pytlik wykazat, ze nieujemna funkcja radialna k nalezy
do Cv,(T) wtedy i tylko wtedy gdy k nalezy do przestrzeni Lorentza LP!(T). Doprowadzilo to Cow-
linga, Medg i Setti’ego do udowodnienia ostrej formy fenomenu Kunze - Steina na petnej grupie G [31],
Theorem 1] (patrz takze [[100] dla stabszej wersji fenomenu Kunze-Steina na (). Giéwnym wynikiem
pracy HS jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.59 (Theorem 4.3, H5). Ustalmy p € [1,00) \ {2} i niech k bedzie funkcjq radialng na T .
Nastepujqce warunki sq rownowazne

(i) k nalezy do Cvy(T);

(i) k Jest holomorficzng, parzystq i T-okresowq funkcjq na Sy oraz E(;(p) nalezy do M,,(T).

Co wigcej, istniejq nieujemne state c i C, niezalezne od k i takie, Ze

ks

¢ ksl g,y < Wkl g,y < € ksl pa -

Twierdzenieorzeka, ze scharakteryzowanie ograniczonych na LP(7") operator6w prawostronnego
splotu z jadrami radialnymi na drzewie jednorodnym jest tozsame ze scharakteryzowaniem pewnych
ograniczonych na LP(T) operatoréw splotowych na torusie. Wynik ten moze by¢ réwniez wyrazony w
jezyku rachunkéw funkeyjnych na LP(7) dla laplasjanu zdefiniowanego w (#.37). Jest tak, poniewaz
Lé, = (1 — ~(2)). gdzie ~ jest funkcja catkowita y(z) = 2¢"/2(¢ + 1)~'/2 cos(27wz /7). Stad wynika,
ze (m(L)f)(z) = (f * k)(x), 2 € T z jadrem k okreslonym przez k(z) = m(1 — ~(2)).

Dowdd twierdzenia .59] opiera si¢ na potaczeniu technik [31]] z uogélnieniem metod transferencji
opracowanych przez A.D. Ionescu [68) |69] do badania przestrzeni symetrycznych typu niezwartego i
rzgdu 1. Nasze wyniki transferencyjne sa podane jako Theorem 3.3 i Corollary 3.4 w HS.

Reszte tej sekcji poswigcimy na oméwienie Corollary 3.4 z HS i jego znaczenia dla dowodu Twierdze-
nia[f.59] Tak naprawde oméwimy uproszczong wersje Corollary 3.4, ktéra jednak wystarcza dla zastoso-
wan w HS.
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Niech I' bedzie grupa lokalnie zwarta. Zatézmy, ze I jest produktem pétprostym dwéch grup unimo-
dularnych M i H, gdzie M jest podgrupa normalna w I', za§ H dziala na M przez sprzgganie. Miarg
Haara na M i H bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez dn i dh. Woéwczas dg = dndh jest prawa
miarg Haarana I'. Dla h € H i n € M oznaczamy przez n" operacje sprzezenia hnh~!, za$ przez
D(h)~! pochodna Radona-Nikodyma d(n")/dn. Latwo sprawdzi¢, ze D jest homomorfizmem H tzn.

D(hh') = D(h) D(h') dla kazdego h, h’ nalezacych do H.

Wiadomo, ze D(h) dn dh jest lewa miara Haara na " (vide [63] s. 211]) oraz, ze

/f )dA(g / / f(nh)D dndh:/H/M f(hn)dndh.

Definiujemy L (M; Cv,(H)) jako przestrzef wszystkich dystrybucji « na I takich, ze dla (prawie) kaz-
dego n € M dystrybucja k(n-) zadaje ograniczony operator splotowy na LP(H), za$ funkcja n —

[|5(n-) ||CUP(H) nalezy do L'(M). Na przestrzeni L (M; Cv,(H)) rozwazamy norme

(4.60) H“HLl(M;cvp(H)) = /M ’|’€<n')Hcvp(H) dA(n).

W pracy HS udowodniliSmy nastgpujacy lemat.

Lemat 4.61 (Stabsza wersja Corollary 3.4 z H5). Zatéimy, ze r nalezy do L'(M;Cv,(H)). Woéwczas
operator f — f % (D~Y? ) jest ograniczony na LP(T"). Zachodzi takze oszacowanie

| f * (Dil/p’i)HLp(r) < ||fHLP(F) HRHLI(M;CUP(H)) :

Lemat[4.61] jest przydatny ze wzgledu na istnienie rozktadu Iwasawy na grupie G. Mianowicie mozna
zapisaé

(4.62) G = NAG,,

gdzie A jest grupa Abelowa zas N jest grupa nilpotentna. W rozktadzie (@.62)) grupa A dziata na N przez
sprzgzenia, tak wigc N A jest produktem pétprostym. Wzor byl badany w [45, [117] za§ w HS
podajemy go jako Theorem 2.1. Jest on analogonem rozktadu Iwasawy na pdélprostych grupach Liego.
Stosujac @.62) mozemy przej$é z badania radialnego jadra k na 7 do badania jadra na N A zadanego
przez k(na) = k(na- o). Co wigcej, przejécie to zachowuje norme, tzn. ||k ¢y, (1) < |D-1/P Kl oy (N A)
dlal <p \ 0. Przypommjmy, ze D(h)~! oznacza pochodna Radona—leodyma d(n")/ dn operacji
sprzggania n = hnh~!. Korzystajac z Wniosku [4.61| pozostaje nam oszacowaé |||, ,

(N;Cup(A))

5. POZOSTALE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE

PrzejdZmy teraz do opisu naszych pozostatych osiagnie¢. Prace P6, P§, P10, P11 powstaty podczas mo-
ich studiéw magisterskich i na poczatku studiéw doktoranckich. Prace P2, P3, P5, P7, P9 stanowia czg$¢
mojej rozprawy doktorskiej; P2 zostata napisana po doktoracie ale w zasadzie pokrywa si¢ z rozdziatem
6 rozprawy doktorskiej. Artykuly P1, S1, S2 zostaly napisane po doktoracie.

Podzial na kategorie ponizej nie jest bardzo rygorystyczny jako, ze niektore z prac naleza do dwéch
kategorii.

5.1. Niezalezne od wymiaru oszacowania dla operatoréw Sredniujacych. Artykuty P1, S1.

Wszystkie opisane tu wyniki zostaty uzyskane we wspotpracy z J. Bourgainem, M. Mirkiem i E. M.
Steinem.

W pracy P1 badamy niezalezne od wymiaru oszacowania na LP(R?) pétnorm r-wariacyjnych dla cia-
gtych operatoréw $redniujacych Hardy-Littlewooda w R?. Natomiast w artykule S1 zajmujemy si¢ nie-
zaleznymi od wymiaru oszacowaniami na /7 (Z%) dla funkcji maksymalnych i pétnorm r-wariacyjnych w
kontekscie dyskretnym.

W tej sekcji przez G' oznaczamy symetryczny, wypukly i domkniety podzbiér R? o niepustym wnetrzu,
definiujemy tez Gy = {y € R?: t~ly € G}, ¢t > 0. Taki zbiér G bedziemy nazywaé symetrycznym
ciatem wypuktym

Opis P1.

3W literaturze zwykle przyjmuje sig, ze G jest otwarty. Poniewaz brzeg zbioru wypuklego jest miary Lebesgue’a 0 w R? nie
ma wigkszego znaczenia czy rozwazamy zbiory GG otwarte czy domknigte. W kontekscie dyskretnym z powodéw technicznych
lepiej jest pracowac ze zbiorami domknigtymi.



AUTOREFERAT 21

Niech G bedzie symetrycznym cialem wypuktym. Rozwazmy catkowy operator §redniujacy Hardy’ego-
Littlewooda na R? dany przez

5.1) ME f(z) = ,G1t| /G flo —y)dy,

dla f € LL _(R9).

Badania niezaleznych od wymiaru oszacowan dla norm LP(R?) funkcji maksymalnych Hardy’ego-
Littlewooda sup,~ o | M f(x)| (G jest symetrycznym ciatem wypuklym) rozpoczely w latach 80. prace
Steina [[111}[112]. Temat zostal nastgpnie rozwinigty przez Bourgaina [[13,[14]], Carbery’ego [[18]], i Miillera
[93]]. Nowe wyniki w tej dziedzinie zostaly niedawno otrzymane przez Aldaza [3]] i Bourgaina [15]]. Kom-
pleksowe podsumowanie oszacowan niezaleznych od wymiaru zawarte jest w artykule [19]]. Wiadomo,
ze

(5.2) | igg ’Mth|||LP(Rd) < Gy(G, d)HfHLP(Rd):

dla wszystkich 1 < p < oo, gdzie Cy,(G,d) jest pewna nieujemna stata. Pytanie kt6re sobie stawiamy
brzmi: czy mozna otrzymaé stata C), w (5.2)) zalezna tylko od p. Jesli jest to niemozliwe, to czy mozemy
chociaz pokazaé (5.2) ze stala zalezna tylko od p dla klasy cial G? Z prac Bourgaina [14] i Carbery’ego
(18] wiemy, ze (5.2)) zachodzi dla p > 3/2 z C,(G,d) = C, zaleznym tylko od p. GIéwnym otwartym
problemem w tej dziedzinie jest proba rozszerzenia tego wyniku do p > 1.

Dlar € [1,00) definiujemy pétnorme r-wariacyjna V; funkcji (0, 00) x R? 3 (¢, z) — a;(z) jako

J 1/r
Via(@):te 2) = sup (X fan, (@) o, (o))
0<to<...<tjy j=0
tiez

Zbiér Z powyzej jest podzbiorem (0, o) za$ supremum jest brane po wszystkich rosnacych ciagach w Z.
Poniewaz sup,;c |a(z)| < Vi(ai(x) 1 t € Z) + ag,(x), dlaty € Z, to badanie péinormy wariacyjnej jest
trudniejsze niz badanie normy supremum. Gléwna zaleta pétnormy wariacyjnej jest fakt, ze skoficzono$é
Vi(az(x) : t € (0,00)) implikuje istnienie obu granic lim; g+ a¢(x) oraz lim; o a;(z). Zatem, jesli
pytamy o zbiezno$¢ punktowa rodziny operatoréw nie musimy szukaé gestej klasy na ktérej zbiezno$é
jest znana. Ta obserwacja ma znaczenie w niektérych pytaniach z teorii ergodyczne;.

Jednym z gtéwnych wynikéw otrzymanych w P1 jest nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 5.3 (Theorem 1.1 in P1). Niech p € (3/2,4) i niech r € (2,00). Wowczas istnieje stata
Cpr > 0 niezalezna od wymiaru d € N i taka, Ze dla dowolnego symetrycznego ciata wypuktego G C R?
zachodzi

(5.4) Ve (MEF > 0), < Cpy

fllze
dla wszystkich f € LP(R?).

Zatozenie p > 3/2 w Twierdzeniu moze by¢ oslabione, jesli rozwazymy tylko dlugie r-wariacje
(wariacje wzdhuz zbioru lakunarnego Z = {2": n € Z}). Wariant lakunarny Twierdzeniato Theorem
1.2wP1.

Ponadto ograniczajac nasza uwage do kul zwiazanych z norma ¢ w R? potrafimy otrzymaé peny
zakres p w Twierdzeniu Dla g € [1, 00) kule te sa zdefiniowane przez

1/
By={z=(e1,....za) eR:falg = (30 Jalt) " <1},
(5.5 1<k<d

Boo ={z = (21,...,7q) ER?: |2]0o = 1I£kaécdlazk] <1}

Twierdzenie 5.6 (Theorem 1.3 in P1). Zatézmy, ze G = By jest jednq z kul (5.3)) dla pewnego q € [1, o]
Niechp € (1,00) i niech r € (2,00). Wowczas istnieje stata Cy, 4 » > 0 niezalezna od wymiaru d taka, ze

5.7 Ve (MEf 2> 0], < Cpgarll flze

dla wszystkich f € LP(R?).
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Zakres parametru € (2, 00) w Twierdzeniach [5.3]i[5.6]jest ostry, vide [70].

Nadmierimy, ze zalezne od wymiaru oszacowania jak w Twierdzeniu [5.3] z ostrymi zakresami para-
metréw p € (1,00) ir € (2,00) wynikaja z [92] Theorem A.1]. Pozbycie si¢ zaleznosci od wymiaru
wymagato jednak nowych idei.

Wsrdd narzedzi uzytych w P1 warto wymienic: niezalezng od wymiaru teori¢ Littlewooda-Paley’a,
wariacyjny wariant zasady prawie ortogonalnosci z pracy [18]], oraz oszacowania transformat Foureira
z [13]]. Dodatkowo, skorzystaliSmy z pewnej nieréwnos$ci numerycznej [Lemma 2.1, P1], ktéra pozwala
kontrolowaé péinorm¢ wariacyjng przez odpowiednia sume funkcji kwadratowych.

Opis S1. Przez analogie do sytuacji ciagtej w kontekscie dyskretnym dla 2 € Z?, ¢t > 0 i dowolnej
funkcji f € ¢1(Z%) rozwazamy
(5.8) MEf(@) = ot S fla—u).

. N 74|
|Gt nz ‘ yeGNZ?

Powyzszy wzér zadaje dyskretny operator sredniujacy Hardy’ego—Littlewooda na G; N Z¢, gdzie G jest
symetrycznym ciatem wypuklym w R%. W S1 badalismy oszacowania niezalezne od wymiaru na ¢ (Z%)
dla funkcji maksymalnych zwiazanych ze Srednimi /\/ltG . Latwo pokazad, ze dla p € (1, oo] i dowolnego
symetrycznego ciata wypuktego G C R? istnieje stata C,(d, G) > 0 taka, ze dla f € ¢P(Z?) mamy

(5.9) | sup IME fl|],p < Co(d, G| fller-

Mozna domniemywad, ze niezalezne od wymiaru d oszacowania w (3.9) da si¢ otrzymaé z niezalez-
nych od wymiaru oszacowan na LP(R%) przez poréwnanie funkcji maksymalnej dla $rednich ./\/ltG na
7% 7z funkcja maksymalna dla srednich MtG na R, Jest tak rzeczywiscie, ale tylko gdy ograniczymy sie
to duzych ¢. Mianowicie, w [Proposition 2.1, S1], pokazaliSmy, ze dla dowolnego symetrycznego ciata
wypuktego G C R? istnieje ¢ > 0 takie, ze norma ¢P(Z?) funkcji maksymalnej sup,-, o |ME | jest
szacowana z gory przez norme LP(RY) jej ciagtego odpowiednika sup,- | M f|. Co wigcej, stata w tym
oszacowaniu nie zalezy od d. Obserwacja ta sprowadza caly problem do badania supy;<,, MtG fl-

Okazuje si¢, ze fenomen oszacowan niezaleznych od wymiaru w kontekscie dyskretnym jest znacznie
rzadszy niz w konteks$cie ciagtym. Mianowicie, w [Theorem 1, S1] skonstruowali§my kontrprzyktad - sy-
metryczne ciato wypukte E (doktadniej elipsoidg) w Z, dla ktérego normy ¢7(Z%), 1 < p < oo, funkcji
maksymalnej sup;~ |MtG f| rosna z wymiarem. Kontrprzyktad ten pokazuje, ze pytanie o oszacowania
niezalezne od wymiaru dla dyskretnych operatoréw maksymalnych Hardy’ego-Littlewooda jest znacznie
subtelniejsze niz w przypadku ciaglym. W szczegdlno$ci nie ma zadnej oczywistej hipotezy do udowod-
nienia. Dlatego warto postawié sobie pytanie, czy mozemy spodziewaé si¢ oszacowanh niezaleznych od
wymiaru na ¢?(Z%) dla konkretnych funkcji maksymalnych sup,, |[MP" f|, zwiazanych z kulami B9
zadanymi przez (5.3)) dla g € [1, 0c]. W przypadku gdy ¢ # oo pytanie to jest znacznie trudniejsze w kon-
tekScie dyskretnym ze wzgledu na brak rozsadnych oszacowar dla liczby punktéw kratowych w kulach
BY. Z tego powodu nawet otrzymanie teorii £2 wydaje si¢ nietatwe. Badania w tym temacie sa czesicia
naszego wspodlnego projektu z J. Bourgainem, M. Mirkiem i E. M. Steinem.

Jesli chodzi o S1 to w pracy tej udato nam sig¢ otrzymaé pewne wyniki dla kostki, tj. w przypadku
q = oo. Kluczowa byta tu obserwacja, ze ilo$¢ punktéw kratowych w B{° jest dana jawnym wzorem,

mianowicie |Bf° N Z4| = (2[t] + 1)¢. Dla uproszczenia notacji oznaczamy Q; := B = [t,]¢ dla
t > 0ikladziemy Q = [—1, 1]. Jednym z gtéwnych twierdzen z S1 jest nastepujace oszacowanie funkcji
maksymalne;j.

Twierdzenie 5.10 (Theorem 2 in S1). Dla kazdego p € (3/2, 0] istnieje stata C, > 0 taka, Ze dla
dowolnego d € N i kazdej f € (P(Z%) zachodzi

(5.11) | igg\M?f\Hep < Cpllfllev-

Ograniczajac supremum w (3.11) do diadycznych czaséw, tj. t € {2™ : n € Ny}, gdzie Ng = N U {0},
mozemy rozszerzy¢ zakres p do 1 < p < oo, vide Theorem 3 w S1.

W pracy S1 otrzymalismy takze odpowiedniki r-wariacyjne Twierdzenia[5.10]i jego diadycznej wersji,
vide Theorems 415 w S1.

Dowdd Twierdzenia[5.10|jest oparty do pewnego stopnia na ideach z jego ciagtego odpowiednika. Nowe
dodane sktadniki dowodu to m.in. : dyskretna pétgrupa i dyskretna nierdwnos$¢ Littlewooda-Paley’a dla
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tej potgrupy [Section 4.1, S1], dyskretna zasada prawie ortogonalnosci [Section 4.2, S1], oraz dyskretna
nieréwno$¢ numeryczna [Lemma 4.2, S1]. By¢ moze gtéwna nowa obserwacja sa niezalezne od wymiaru
oszacownia transformaty Fourier funkcji charakterystycznej Q; N 7% 7 [Section 3, S1]. Oszacowania te
musiaty by¢ udowodnione bezposrednio jako, ze ciagle metody z [13]] nie znajduja zastosowania w kon-
tekscie dyskretnym.

5.2. Laczne mnozniki spektralne. Prace P2, P3, PS5, P7, P9, S2.

Wspdlnym celem powyzszych prac bylo otrzymanie tacznych rachunkéw funkcyjnych dla uktadu ko-
mutujacych operatoré6w L = (L1, ..., Ly). RozwazaliSmy zar6wno operatory abstrakcyjne, vide P2, P9,
jak i konkretne, vide P3, P5, P7, S2. Omdéwimy teraz pokrétce wyniki kazdego z tych artykutow.

Opis P2. Rozwazamy uktad mocno komutujacych operatoréw L = (L1, ..., L) na L? := L*(X,v),
gdzie (X, v) jest przestrzenia miarowa. Zaktadamy, ze kazdy z L;, j = 1,..., jest nieujemnym ope-
ratorem na L2, oraz, ze 0 nie jest jego warto$cia wlasna (to zatozenie ma jedynie na celu uproszczenie
prezentacji). Dla ograniczonej funkcji m: (0,00)% — C mozemy zdefiniowaé za pomoca wielowymia-
rowego twierdzenie spektralnego (#.6) operator m (L) (z @.7) wynika, ze m(L) jest ograniczony na L?).
Gtéwnym celem P2 byto udowodnienie (wielowymiarowych) twierdzeii mnoznikowych na LP(X,v) w
przypadku gdy niektére z rozwazanych operatoréw maja rachunki funkcyjne Mihlina-H6rmandera, zas$
inne maja jedynie H°° rachunki funkcyjne.

Badanie wielowymiarowych (lub tacznych) mnoznikéw spektralnych dla uktadéw komutujacych ope-
ratoréw bylo rozwijane w ostatnim czasie przez grupge matematykéw. Zainteresowanych zachgcamy do
zapoznania si¢ z pracami Albrechta [1]], Albrechta, Franksa, i MclIntosha [2f], Lanciena, Lanciena, Le
Merdy’ego [[75]], Miillera, Ricci’ego, i Steina [96, |97]], Frasera [48 |49, 50], Martiniego [[78} [79} 180, i
Sikory [103]].

W P2 zatozyliSmy, ze pierwszych n operatoréw w uktadzie Li,...,L,, 0 < n < d posiada H® ra-
chunki funkcyjne na L” = LP(X, v). Doktadniej, wymagaliSmy, aby L; miat H° rachunki funkcyjne na
LPwS ol j=1,...,1.; przypominamy, ze S 1 oznacza sektor w prawej potplaszczyznie zespolonej zde-

ﬁmowany w @[) O ostatnich / operatorach W uktadzie L, tzn. L, 41, ..., Lg, zn+1 = d, zaktadaliSmy
dodatkowo posiadanie przez nich rachunkéw funkcyjnych Mihlina- Hormandera na LP.

Pod powyzszymi zatozeniami udowodniliSmy w P2 twierdzenie mnoznikowe dla L = (L1,..., Lg)
mieszanego rodzaju, vide [Theorem 3.1, P2]. W twierdzeniu tym norma m(L) na LP jest kontrolowana
przez mieszana norme typu Marcinkiewicza

(5.12) Im (€21, ... €% Ay, Aty -+, Ad) || Marp

wystarczajaco wysokiego rzedu p = (p1,...,pq) € N4. Tutaj dla funkcji m: (0,00)¢ — C i multi-
indeksu p ktadziemy

|| atar,p = sup -+ sup [[ml]()
Y1<p1 Ya<pd
gdzie
d\
(5.13) )|y = sup / / IN (N2 == < oo,
Ri,...,Rg>0J R1<A1<2R; Rq<Mg<2Rq A

z A = A

Jako wniosek z [Theorem 3.1, P2] w [Corollary 3.3, P2] pokazaliSmy, ze petny uktad L = (L1, ..., Lg)
ma faczne rachunki funkcyjne Marcinkiewicza wtedy i tylko wtedy gdy kazdy z operatoréw L; ma poje-
dyncze rachunki funkcyjne Marcinkiewicza. Méwimy, ze L = (L1, . . ., Lq) ma lqczne rachunki funkcyjne
Marcinkiewiczcﬂ rzgdu p = (p1,...,pq) gdy zachodzi nastgpujacy warunek: jesli funkcja mnoznikowa
m spetnia d wymiarowy warunek Marcinkiewcza (5.13) rzgdu p, to wéwczas operator m(L) jest ogra-
niczony na LP(X,v), 1 < p < oo, i zachodzi [|m(L)||r(xv)—1r(x0) < Cpllmllarar,y- W tej sytuacji
bierzemy wszystkie ¢J, j = 1,...,n, réwne 0 w (5.12).

Whiosek 5.14 (Corollary 3.3, P2). Zachodzq nastepujqce stwierdzenia
4w przypadku pojedynczego operatora, tzn. gdy d = 1, bardziej odpowiednim terminem wydaja si¢ ‘rachunki funkcyjne

Hormandera’, cf. 88 Theorem 2]. Zdecydowali§my si¢ pozosta¢ przy terminilogii ‘rachunki funkcyjne Marcinkiewicza’ w celu
zachowania spéjnosci z warunkiem wielowymiarowym.
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(1) Jesli dla kazdego j = 1,...,d, operator L; ma rachunki funkcyjne Marcinkiewicza rzedu p;, to
wowczas uktad L = (L1, ..., Lq) ma tqczne rachunki funkcyjne Marcinkiewicza kazdego rzedu
wigkszego niz p+ 1.

(ii) Jesli uktad L = (L1, ..., Lq) ma tqczne rachunki funkcyjne Marcinkiewicza rzedu p, to wowczas
dla kazdego j = 1, ..., d, operator L; ma rachunki funkcyjne Marcinkiewicza rzedu p;.

W ostatniej Sekcji 6 pracy P2 badaliSmy szczeg6lne oszacowanie typu (1,1). Tutaj naktadaliSmy o
wiele bardziej restrykcyjne warunki, zarwno na uktad operatoréw (rozwazaliSmy pare (L @ I,1 @ A),
gdzie L jest operatorem Ornsteina-Uhlenbecka zas A jest operatorem dzialajacym na przestrzeni z miara
dublujaca, ktérego pétgrupa ciepta ma oszacowania gaussowskie), jak i na funkcje mnoznikowa m (za-
ktadalis$my, ze m jest typu transformaty Laplace’a). Pod tymi warunkami pokazaliSmy w [Theorem 4.1,
P2] e operatory m(L ® I, 1 ® A) sa ograniczone z L'(H') do L'*°; symbol H' oznacza tu przestrzefi
Hardy’ego na przestrzeni na ktérej dziata A, za§ L1*>° oznacza przestrzeri Lorentza.

Opis P9. Wyniki tego artykutu zostaty pdZniej znacznie uogélnione w P2, oméwimy je wigc pokrotce.
W P9 rozwazaliSmy konkretny podprzypadek P2, kiedy kazdy z operatoréw L;, j = 1,...,d, dziata
na rozdzielonych zmiennych. Takie operatory mocno komutuja. ZaktadaliSmy réwniez w P9, ze kazdy
z operatoréw L; ma baze¢ ortonormalng ztozona z jego funkcji wlasnych. Przy tych zalozeniach otrzy-
mali§Smy wielowymiarowe twierdzenie mnoznikowe na L? dla m(Ly, ..., Ly), vide [Theorem 4.1, P9].
Dodatkowo w Appendix zbadaliSmy konkretny przypadek, gdy kazdy z L; jest operatorem Bessela. Tutaj
udowodnili§my twierdzenie mnoznikowe typu Marcinkiewicza z ostrym progiem gtadko$ci wyrazonym
w jezyku norm Sobolewa. Wyniki te uzupetniaja tez PS.

Opis P3. W tej pracy rozwazalismy uktad operatoréw Dunkla zwiazany z grupa odbi¢ G = Zg. Dla
n =1,...,d operatory Dunkla okreslamy przez

Tof(z) =T f(x) = Oy, f(x) +anM, feC'RY), n=1,...,d

n
Symbol o,z oznacza tutaj odbicie x wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do e, (n-tego wektora wspot-
rzednych w R?), za§ parametr o = (o, ..., aq) nalezy do [0,00)?%. Operatory T}, sa symetryczne na
L? = L2(R% vy (x)dx), z miara vy = Ve, @ -+ ® Vg, zadang przez dve, (z,) = |2,]?*" dzyy. Co
wigcej, operatory te mocno komutuja; pozwala nam to rozwaza¢ m(71, . .., T;). W kontekscie Dunklow-
skim mamy takze do dyspozycji analogon transformaty Fouriera i operatory m(71,...,Ty) moga byé
zdefiniowane jako mnozniki Fouriera-Dunkla.

W [Theorem 4.1, P3] udowodnili§my twierdzenie mnoznikowe typu Marcinkiewicza dla m(77, ..., Ty)
z ostrym progiem gtadkosci wyrazonej w jezyku przestrzeni Sobolewa mieszanego rodzaju. Nasze wyniki
tutaj sa uogolnieniem [7, Theorem 3.1]. Pewne twierdzenia mnoznikowe dla (og6lnych) operatoré6w Dun-
kla zostaty otrzymane w [34, Theorem 3.1]. Autorzy rozwazali tam jednak radialne funkcje mnoznikowe
m, podczas gdy w naszym przypadku m nie musi by¢ radialna.

W dowodzie [Theorem 4.1, P3] istotnie korzystaliSmy z istnienia przesunigcia zwiazanego z opera-
torami Dunkla oraz faktu, ze w kontekscie G = Z$ przesunigcie to jest operatorem ograniczonym na
wszystkich LP( X, v). Niedawno Dziubanski i Hejna [43] otrzymali twierdzenie mnoznikowe typu Hor-
mandera dla ogélnych operatoréw Dunkla, tzn. gdy G jest dowolna grupa odbi¢ niekoniecznie réwna Z4.
Ich wyniki wymaga jednak dwa razy wyzszego progu gtadkosci niz nasz. Jest to Scisle zwiazane z brakiem
oszacowan na LP dla przesunigcia Dunklowskiego w ogélnym kontekscie.

W pracy P3 badaliSmy takze taczne mnozniki spektralne dla uktadu oscylator6w harmonicznych Dun-
Kla, L, = —T? + |z,|?, n = 1,...,d. Udowodnilismy tutaj oszacowania na L? dla m(Ly, ..., Ly) przy
zalozeniu warunkéw Marcinkiewicza podobnych do (5.13)) na funkcje mnoznikowa m, vide [Theorem 4.1,
P3]. Twierdzenie to zostalo wywnioskowane z oszacowan na L” norm urojonych poteg L,, przy uzyciu
ogolnego twierdzenia mnoznikowego z P9.

Opis PS. Jest to praca wspdlna z J. Dziubariskim i M. Preisnerem. RozwazalisSmy tutaj uktad operato-
réw Bessela

82 QOék 0
8)\k2 )\k 6)%
gdzie oy, € (—1/2,00). Operatory Ly, sa nieujemne i samosprzezone na L?((0, o), xia’“) Poniewaz Ly,
k =1,...,d, dzialajg na zmiennych rozdzielonych to mocno komutuja. Zatem wielowymiarowe twier-
dzenie spektralne pozwala nam rozwazaé taczne mnozniki spektralne m(Ly, ..., Lg) na L? = L*(X,v),
gdzie X = (0,00)%iv =11 ® --- ® vg. W tym kontek$cie mamy do dyspozycji analogon transformaty

Ly =
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Fouriera zwany transformata Hankela, ktéra pozwala zapisaé m(Lq, ..., Ly) jako mnozniki dla transfor-
maty Hankela. Gtéwnymi wynikami PS byly twierdzenia mnoznikowe typu Hormandera. W [Theorem
1.8, P5] otrzymali§my staby typ (1, 1) Eloperatora m(Ly,...,Lg) przy zatozeniu, ze m spelnia warunek
typu Hormandera. Warunek ten byt zapisany w jezyku przestrzeni Sobolewa podobnie do @ 13)). The-
orem 1.8 w PS5 uogdlnia wczes$niejsze wyniki Gosselina i Stempaka [52]. Dodatkowo, w [Theorem 1.13,
P5] otrzymalismy podobne twierdzenie mnoznikowe na przestrzeni Hardy’ego H'(X). Symbol H'(X)
oznacza tutaj atomowa przestrzen Hardy’ego na przestrzeni X.

Waznym sktadnikiem dowodéw w PS5 bylo istnienie operatora przesunigcia zwigzanego z transfor-
matg Hankela oraz ograniczono$¢ tego przesunigcia na LP(X,v), 1 < p < oco. WykorzystaliSmy takze
poréwnanie norm Sobolewa dla transformaty Fouriera z normami Sobolewa dla transformaty Hankela,
vide Lemma 2.1 i 2.2 w P5. W dowodzie [Theorem 1.13, PS] opieraliSmy si¢ na twierdzeniu Uchiyamy
[116l Corollary 1°]. W tym celu potrzebowali§my punktowych oszacowan gaussowskich oraz oszacowan
lipschitzowskich dla jadra T} (z, i) pétgrupy e ~'*, gdzie L = Zgzl Ly,. Oszacowania te zostaly wywnio-
skowane z jawnego wzoru na T;(x, y), ktéry podajemy ponizej

d
Ti(x,y) = et~ exp(—(|a” + |yI*) /40) T (@) =P P L0, 1) o (wigi /20).
i=1
Symbol [(5,,_1)/2 0znacza tutaj zmodyfikowana funkcje Bessela rzgdu (2a; — 1) /2.

Opis P7. W pracy tej rozwazaliSmy taczne mnozniki spektralne, gtéwnie zwiazane z jednowymiaro-
wymi operatorami Ornsteina-Uhlenbecka £,, = —%%ig + xn%, n =1,...,d. Ogélniej, moglibySmy
rozwazac kazdy z £,,,n = 1, ..., d jako operator k, wymiarowy; w tym opisie jednak nie bedziemy tego
robi¢ dla uproszczenia notacji.

W P7 zbadane byly dwa zagadnienia. Pierwsze z nich dotyczyto holomorficznos¢ tacznych mnoznikéw

spektralnych uktadu £ = (L, ..., Ly). UdowodniliSmy najpierw dos¢ ogdlne twierdzenie dla uktadu
L = (Ly,...,L;) nieujemnych operatoréw o dyskretnych spektrach, vide [Theorem 3.1, P7]. Miano-
wicie, jesli dla L, i kazdego n = 1,...,d, ich jednostajnie ograniczone mnozniki na P, p > 1, maja

wtasno$¢ holomorficznego rozszerzenia (dla funkcji m), to wéwczas to samo jest prawda na LP p > 1,
dla tacznych mnoznikéw spektralnych uktadu L. Jako podstawowe zastosowanie pokazaliSmy istnienie
holomorficznego rozszerzenia funkcji m dla jednostajnie ograniczonych na L?, p € [1,00) \ {2}, tacz-
nych mnoznikéw spektralnych uktadu £, vide [Theorem 3.8, P7]. Twierdzenie to jest wielowymiarowym
uogo6lnieniem pracy Hebisch, Mauceri, i Meda [62].

Drugim z badanych zagadnien bylo otrzymanie tacznego twierdzenie mnoznikowe dla £, vide [The-
orem 4.2, P7]. Twierdzenie to jest wielowymiarowym analogonem wynikéw Mauceri, Meda i Sjorgren
[I86ll, a dodatkowo pokazuje jak zastosowaé metody z P9 do uktadéw operatoréw ktére maja 0 w punkto-
wym spektrum.

Opis S2. Wyniki tego artykutu zostaty otrzymane wspdlnie z F. Riccim. W S2 udowodniliSmy twier-
dzenia mnoznikowe na LP dla mnoznikéw K -niezmienniczego podlaplasjanu L dzialajacego na podprze-
strzeni LP ztozonej z funkcji o ustalonym K typie na grupie SL(2,R).

W algebrze Liego g = sl(2,R) grupy G = SL(2,R) poté6zmy

o9 x=(p ) =l ) =0 )

Wéwezas X i {Y1, Ya} generuja sktadniki € i p, odpowiednio, w rozktadzie Cartana g. Dwa lewostronnie
niezmiennicze operatory X i L = —Y{ — Y3 (mocno) komutuja i generuja petna algebre lewostronnie i
Ad(K)-niezmienniczych operatoréw rézniczkowych na G.

Z operatorem —i X zwiazany jest rozktad spektralny LP(G) na K-typy dany przez LP(G) = 3 1z %4
gdzie VP = {f € LP(G) : f(gexp(6X)) = e f(g)} . Z powyiszego otrzymujemy podobny rozktad
mnoznikow podlaplasjanu: m(L) = 3, 7 T Pn, gdzie m jest funkcja Borelowska na R, P, jest rzutem
ortogonalnym L?(G) na V.2, za§ T,, : V,> — V.2 jest zadany przez

(5.16) To=m(L,) .

W artykule S2 badaliSmy ograniczono$¢ na LP operatoréw T, zdefiniowanych w (5.16).

SMéwimy, ze operator T na L' = L' (X, 3, v) jest stabego typu (1, 1) jesli istnieje C' > 0 taka, ze v({x € X: |Tf(x)| >
AN < CATY|f|lzr dla fe LYiX>0.
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W przypadku n = 0 operatory postaci Ty byly szeroko badane wczesniej ze wzgledu na identyfikacje
V¥ ~ LP(G/K), ktéra pozwala utozsamia¢ L‘v? z operatorem Laplace’a-Beltrami’ego na plaszczyznie

hiperbolicznej, vide Stanton i Tomas [[109], Ankeg [8]], Ionescu [68]], oraz Meda i Vallarino [89]. W pracach
tych autorzy podali, w szerszym kontekscie przestrzeni symetrycznych, warunki na funkcj¢ mnoznikowa
m, ktére implikuja ograniczono$¢ na LP operator6w T przy ustalonym p € (100). Warunki te sg typu
Mihlina-H6rmandera na brzegu pewnego zbioru parabolicznego A, (vide [(eq. 3.12), S2]), we wnetrzu
ktérego funkcja m jest holomorficzna i ograniczona.

Nasz gtéwny wynik [Theorem 5.3, S2] jest podobnym twierdzeniem mnoznikowym dla n € %Z. Z
og6lnych twierdzeri [Theorem 3.1, P2] mozna wydedukowaé taczne twierdzenie mnoznikowe na LP(QG)
dla pary (—iX, L). Wynika to z faktu, ze —¢X ma rachunki funkcyjne Mihlina-Hormandera za$ L ma
holomorficzne rachunki funkcyjne. Wynik ten jednak nie jest w pelni satysfakcjonujacy, poniewaz nie
uwzglednia interakcji miedzy L i —i X, ktére mimo ze komutuja, to nie dzialaja na zmiennych rozdzielo-
nych. W szczegdlnosci mozemy stosowaé [Theorem 3.1, P2] tylko do funkcji mnoznikowych m okreslo-
nych na produkcie spektréw L i —i X . Pozadane natomiast bytoby twierdzenie mnoznikowe ktére dopusz-
cza funkcje m okres§lone na tacznym spektrum (L, —iX) (ktdry to zbidr jest SciSle zawarty w produkcie
spektrow).

Kluczowym sktadnikiem dowodu [Theorem 5.3, S2] sa globalne i lokalne rozwinigcia funkcji sferycz-
nych ¢, s. Funkcja sferyczna , s jest to taczna funkcja wtasna dla pary (L, —i.X') odpowiadajaca wartosci
wlasnej (n, s(1 — s)). Rozwinigcia ta sg zawarte w [Section 4, S2]. PotrzebowaliSmy takze reguty majo-
ryzacyjnej Herza oraz twierdzenia transferencyjnego typu Coifmana-Weissa.

5.3. Niezalezne od wymiaru oszacowania dla pojedynczych transformat Riesza. Artykuty P4, PS8.

W pracach tych badaliSmy niezalezne od wymiaru oszacowania dla pojedynczych transformacji Riesz.
Zwracamy uwage, ze w przeciwienstwie do H4, wyniki P4, P8 nie implikuja niezalezny od wymiaru
oszacowan dla wektora transformat Riesza. Co wigcej, w P4, P8 stale w dowodzonych oszacowaniach
zaleza od p w sposéb niejawny.

Opis P8. Jest to praca wspdlna z K. Stempakiem. BadaliSmy w niej szczegdlny przypadek trans-
format Riesza zwiazanych z rozwinigciami w funkcje Laguerre’a typu Hermite’a. Dla parametru typu
a € (—1, 00)% operator Laguerre’a jest zdefiniowany przez

d
1 1
(5.17) Lo=-A+[z>+) = (a? — ) .
i=1 Y 4

Pochodna czastkowa Laguerre’a ¢; nazywamy operator

0 1
(5.18) 5j=aixj+l’j—;j(aj+l/2).
Zauwazmy, ze L., jest symetryczny wzgledem miary Lebesgue’a na (0, 00)?. Zaréwno Ly, jak i d; rozwa-
zamy poczatkowo na C2°((0, 00)?).

Formalnie rzecz biorac transformaty Riesza rozwazane w P8 sa zadane przez 6;(L) . Stosujac
metody funkcji kwadratowej (wykorzystane wczesniej w [158] i [112]]) pokazaliSmy w P8, ze dla kazdego
j = 1,...,d, transformata Riesza-Laguerre’a (5j(La)_1/ 2 ma oszacowania niezalezne od wymiaru na
LP((0,00)¢,dz), 1 < p < oo, dla pewnego zakresu parametréw «, vide [Theorem 5.1, P8]. Wyniki
P8 byly nastgpnie znaczenie uogélnione w P4 i dlatego w tej sekcji skupimy si¢ jedynie na opisie P4.
Definicja funkcji Laguerre’a typu Hermite’a zostanie podana w Sekcji[5.4]

Opis P4. Gléwnym celem P4 bylo zastosowanie H°° facznych rachunkéw funkcyjnych (dla pary
mocno komutujacych operatoréw) do otrzymania (niezaleznych od wymiaru) oszacowan norm LP wie-
lowymiarowych pojedynczych transformat Riesza. W pracy tej rozwazaliSmy uogdlnione transformaty

Riesza jak w (@.44)), tj.

—-1/2

Rj=6&L7Y2  j=1,....d

Powyzej d; jest pewnym operatorem dziatajacym na gestej podprzestrzeniw L*(X js 4j), natomiast L =
E?Zl L; gdzie L; jest nieujemnym operatorem na L?( X, u1;) generujacym symetryczng pétgrupe kontr-
akcji. Podobnie do H4, gdy 0 nie jest wartoscia wlasna L, to definicja I2; musi by¢ nieco poprawiona; nie
bedziemy si¢ jednak zajmowaé takimi przypadkami w autoreferacie. Podkreslamy, ze w przeciwiefistwie



AUTOREFERAT 27

do H4 nie zakladamy tutaj zadnej bezposredniej relacji migdzy 0; i L; w rodzaju @.43) lub (#.46), nie
zaktadamy tez niczego o przestrzeniach X;.
Ponizej podajemy uproszczona wersje gtéwnego wyniku P4. Potézmy LP = LP(X, p),z X = X; x
X Xgipp=p1® - ® lq.

Twierdzenie 5.19 (Corollary 3.3, P4). Ustalmy 5 = 1,...,d i zatézmy, Ze jednowymiarowa transformata

. —1/2 . . . . . . .
Riesza 6;L ; / jest ograniczona na LP(X;, ;). Wowczas wielowymiarowa transformata Riesza Rj jest
ograniczona na LP. Zachodzi takie oszacowanie

—1/2
(5.20) |Rjllr—rr < Cpl|6;L; / Lo () 0)—Lr(X;05)s
ze statq C), niezalezng od ("'wymiaru’) d.

Twierdzenie [5.19 pozwala (w duzej ogélnosci) wydedukowaé niezalezne od wymiaru oszacowania dla
operatora R; z oszacowafi dla jego jednowymiarowego odpowiednika ¢ ; L;l/ W szczegllnosci, mozemy
w ten sposéb zbadac wiele transformat Riesza dla rozwinig¢ ortogonalnych; w [Section 4, P4] podajemy
liste przyktadow. Dodatkowo, metoda pozwala nam wywnioskowac niezalezne od wymiaru oszacowania
dla transformat Riesza na produktach grup dyskretnych o wzroscie wielomianowym, vide [Section 5, P4],
co jest rozszerzeniem niektérych wynikéw Lust-Piquard [[76].

Twierdzenie[5.19 ma jednak pewne utomnosci, zwlaszcza gdy poréwnaé je z praca H4. Przede wszyst-
kim, jak juz wspomnieli§my, P4 nie implikuje niezaleznych od wymiaru oszacowan dla wektora trans-
format Riesz (Ry1,..., R4). Co wigcej, stata Cp, w (3.20) jest niejawna (i z pewnoscia jest gorsza niz
(p—1)7% gdyp — 1%).

Twierdzenie [5.19] jest wnioskiem z pewnego wyniku dotyczacego H° tacznych rachunkéw funkcyj-
nych dla uktadu L = (Lq,..., Lg). Argument uzyty w dowodzie Twierdzenia oparty jest na obser-
wacji, ze Lj 1 LU = = >_ixj Li sa mocno komutujacymi operatorami, z ktérych kazdy ma H°° rachunki
funkcyjne w sektorze Sy /12|

Twierdzenie 5.21 (Theorem 3.1, P4). Dla kazdego j = 1,...,d, zachodzi

(5.22) qwuﬁﬂm+m+mrmhhm<@,
]_

ze statq C), niezalezng od ("'wymiaru’) d.

5.4. Analiza harmoniczna zwiazana z rozwinieciami w funkcje Laguerre’a typu Hermite’a. Arty-
kuty P6, P10, P11.

W pracach tych badaliSmy pewne podstawowe obiekty analizy harmonicznej zwigzane z rozwinigciami
w funkcje Laguerra typu Hermite’a ¢f (z) = ¢} (v1) - ... - Lpzj(xd). Tutaj {¢f }rene jest d wymiaro-
wym uktadem funkcji Laguerre’a typu Hermite’a (jak w [113, 6.4.12]), z k = (ky,...,kq) € N?i
a = (ozl, ..0q) € (—1,00)% Kazda funkcja ¢} jest funkcja wilasng operatora L, zadanego przez
0dpow1adajacq wartosci wlasnej Afy = 4|k| + 2|a| + 2d; piszemy tu |a| = a1 + ... + ag i
|l<:\ = k:1 + ...+ kg dla oznaczenia dtugosci k. Wiadomo takze, ze, {¢ : k € N?} jest baza ortonormalna
w L? = L?((0,00)%, dx). Zauwazmy, ze zaréwno funkcje whasne ¢y, jak i operator L,, sa dane jawnym
wzorem. Z tego powodu mozemy w kontekscie rozwinig¢ w funkcje Laguerr’a typu Hermite’a udowod-
ni¢ pewne wyniki niedostgpne z punktu widzenia ogdlnej teorii. Doktadniej, pokazaliSmy, ze operatory
badane w pracach P6, P10, P11 sa operatorami Calderéna-Zygmunda (o wartoSciach skalarnych lub wek-
torowych). Zatem og6lna teoria implikuje oszacowania norm tych operatoréw, w szczegdlnosci wiemy, ze
sg one ograniczone na LP(w), 1 < p < oo, dla w z klasy Muckenhoupta A,,.

Dowody wynikéw opisywanych w tej sekcji sa w duzej mierze oparte na zastosowaniu odpowiednich
asymptotyk dla funkcji Bessela. Uzyteczno$¢ tych asymptotyk w badaniu rozwinigé w funkcje Laguerr’a
typu Hermite’a jest juz widoczna dla jadra ciepta G*(x, y) potgrupy e~ tLe . Zachodzi mianowicie naste-
pujacy wzér typu Mellera

G (w,y) = ZeWEZw

|k[=n

d
) -
e i 1 9 9 — iYi
= (sinh 2t) exp( 5 ctgh 2t (\x! + [y )) 11 vzivila, (sinh2t> ;

=1
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powyzej I, oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela pierwszego rodzaju i rzedu o;.

Opis P6. W pracy tej rozwazaliSmy mnozniki typu Laplace’a m(L,,) z funkcja mnoznikowa m postaci
(@.9) lub podobnej. PokazaliSmy, ze operatory te sa operatorami Calderéna-Zygmunda, vide Theorem 2.5
i Proposition 2.6 w P6, a zatem spetniaja oszacowania stabego typu (1,1). Wyniki tej pracy uogélniaja
P11.

Opis P10. Badalismy tutaj staby typ (1, 1) i oszacowania na L? r6znych funkcji kwadratowych zwiaza-
nych z rozwinieciami Laguerre’a typu Hermite’a. W P10 rozwazaliSmy funkcje kwadratowa dla pétgrupy

ciepta Laguerre’a
9 1/2
t dt) )

funkcje kwadratowe dla Laguerre’owskich pochodnych czastkowych w kontekscie pétgrupy ciepta Lagu-
erre’a

j o tLe |2 1/2 ,
(5.24) dh(@) = ([ [oe s at) L i=ra
a takze ich odpowiedniki dla pétgrupy Poissona e_thll/Z. Przypominamy, ze pochodna czastkowa Lagu-
erre’a d; jest zdefiniowana w (5.18). W Theorem 2.1 i Corollary 2.5 pracy P10 pokazali$my, ze (5.23),

(5.24) i ich warianty dla e_tL}lm, sa wektorowo-wartoSciowymi operatorami Calderéna-Zygmunda. Im-
plikuje to ich ograniczono$¢ na odpowiednich przestrzeniach LP oraz oszacowania stabego typu (1, 1).

Opis P11. W tej pracy badali$my staby typ (1,1) urojonych poteg L. Wyniki tej pracy zostaty na-
stepnie uogdlnione w P6.

65.23) gn () = ( [ |G
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